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Introduzione
Gli elementi superficiali e le riduzioni sono uno strumento utilissimo in algebra locale. I
primi ad esempio permettono di far scendere la dimensione e allo stesso tempo di man-
tenere invariati molteplicita` e altri coefficienti del polinomio di Hilbert, in modo tale da
permettere di ricondurre lo studio del polinomio stesso e delle sue relazioni con l’ anello
da cui deriva, a dimensioni piu` basse. Il concetto di successione superficiale e` un concet-
to che per certi versi possiede dei paralleli con quello di successione regolare. In questa
tesi studiamo le successioni superficiali cercando di indebolire al massimo le ipotesi e
otteniamo l’ esistenza anche per filtrazioni leggermente piu` deboli delle filtrazioni sta-
bili. Nell’ ottenere pero` dei buoni risultati, successivamente sara` necessario introdurre
l’ ipotesi di stabilita` della filtrazione. Senza la stabilita` ci viene a mancare un perno
che conduce buona parte della teoria. Infatti assumendo la stabilita` della filtrazione
mostriamo come il passaggio al graduato associato mantenga le successioni superficiali,
e quindi ci permette di dedurre alcune proprieta` di queste da quelle superficiali nel caso
graduato. In relazione a questo vi e` poi il teorema di Valabrega-Valla, che permette
di caratterizzare completamente le successioni regolari sul graduato associato. Questo
teorema e` stato dimostrato nel caso classico, ovvero nel caso di filtrazioni q-adiche di
anelli. Noi ridimostriamo tale teorema per filtrazioni di moduli, generalizzando sempre
il piu` possibile le ipotesi. Da esso poi siamo in grado di dedurre un noto teorema di Rees,
mostrando come la teoria degli elementi superficiali ha una notevole potenza applicativa.
Successivamente ci occupiamo delle riduzioni e vediamo di trovare le relazioni che vi sono
tra di esse e le successioni superficiali. Anche in questo caso svolgiamo la nostra ricerca
nel caso piu` generale possibile. Siamo quindi in grado di riottenere alcuni risultati noti.
Chiudo questa breve introduzione, ringraziando sentitamente il Prof. Valla, la Prof.ssa
Rossi, e il Prof. Dvornicich.
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Capitolo 1
Elementi superficiali
1.1 Filtrazioni
Sia M 6= 0 un modulo su un anello A e q ( A un ideale proprio. Una q-filtrazione M
di M e` una successione di sottomoduli M = M0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ · · · ⊇ Mn ⊇ · · · tali
che qMn ⊆ Mn+1∀n > 0. M e` stabile se Mn+1 = qMn∀n  0. M e` nilpotente se
Mn = 0 ∀n 0. M e` separata se ∩∞n=0Mn = 0, fortemente separata se M/N e` separata
per ogni sottomodulo N ⊆M .
• La condizione di stabilita` e` una condizione di finitezza, in quanto ci dice che la
filtrazione e` determinata da un numero finito di sottomoduli. Essa permette di
costruire un teorema molto importante, il famoso Lemma di Artin-Rees, il quale e`
un pilastro fondamentale di molti risultati forti.
• La condizione di nilpotenza ci dice invece che sostanzialmente la filtrazione e` nulla.
Questa terminologia deriva dal fatto che, se consideriamo una filtrazione I- adica
di un anello, allora la filtrazione e` nilpotente se e soltanto se I e` nilpotente. Dal
punto di vista topologico, la nilpotenza significa semplicemente dire che M ha la
topologia discreta.
• Infine, proprio come suggerisce l’ aggettivo stesso, la filtrazione e` separata se e
soltanto se la topologia lineare indotta suM e` di Hausdorff. Inoltre, una filtrazione
e` fortemente separata se e soltanto se nella topologia da essa indotta tutti i suoi
sottomoduli sono chiusi. Un fatto molto importante e` che se A e` locale e M
Noetheriano, allora una filtrazione stabile di M e` fortemente separata.
Questo e` conseguenza del fondamentale teorema di intersezione di Krull, il quale
tra l’ altro si puo` dedurre dal Lemma di Artin-Rees.
Osservazione 1.1. Osserviamo banalmente che se M e` separata, allora M e` nilpotente
se e soltanto se Mn = Mn+1 ∀n  0. E` altrettanto immediato notare che, se M e`
q-stabile con q finitamente generato, allora M e` nilpotente se e soltanto se q ⊆ √AnnM .
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Se M e` una q-filtrazione, diremo anche che q e` un ideale di definizione di M.
Se Mn =Mn+1 ∀n 0 diremo anche che la filtrazione e` definitivamente costante.
Una importantissima classe di filtrazioni, e` la classe delle filtrazioni di Hilbert : una
filtrazione e` di Hilbert se λA(Mn/Mn+1) <∞ ∀n ∈ N. Il nome e` dovuto al fatto che esse
sono definite esattamente come quelle filtrazioni che ammettono funzione di Hilbert. Il
loro studio occupa una parte dominante dell’ algebra commutativa contemporanea.
Osservazione 1.2. Notiamo che se M e` di Hilbert q-stabile allora λA(M/qM) < ∞,
poiche´ qM ⊇ qMn = Mn+1 ∀n  0. Ovviamente vale anche il viceversa, cioe` se
λA(M/qM) <∞, allora M stabile ⇒M di Hilbert.
La funzione, la serie, e i coefficienti del polinomio di Hilbert, e pure l’ h-polinomio
di una filtrazione M saranno indicati rispettivamente con HM, PM(z), ei(M), hM(z).
La filtrazione q-adica di M e` la filtrazione Mn :=qnM ∀n ∈ N.
Una filtrazione induce naturalmente una topologia lineare su M, rispetto alla quale
e` possibile passare al completamento. Se M e` Noetheriano su R Noetheriano, e la
filtrazione e` q-stabile, allora per il lemma di Artin-Rees tale filtrazione induce su M la
topologia q-adica, e in tal caso la topologia del completamento di M sara` la topologia
lineare data dal completamento della filtrazione, ovvero dalla filtrazione
M̂ ⊇ M̂1 ⊇ M̂2 ⊇ · · · ⊇ M̂n ⊇ · · ·
la quale risulta essere q̂-stabile (dove q̂ e` il completamento di q rispetto alla topologia
q-adica).
Il passaggio al completamento e` molto utile nel caso in cui A e` locale e q = m,
in quanto molti caratteri importanti (ad esempio la funzione di Hilbert, la profondita`,
etc, . . . ) restano invariati nel passaggio a tale completamento, percio` ci si puo` spesso
ricondurre a studiare il caso completo, per il quale valgono delle proprieta` piu` forti.
Inoltre, avendo il teorema di struttura di Cohen, le questioni in tale caso si possono
ulteriormente restringere a questioni su quozienti di anelli di serie di potenze a coefficienti
su un DVR.
Dato un sottomodulo N ⊆M , possiamo considerare le filtrazioni (cioe` le topologie)
N, M/N indotte da M, rispettivamente su N e M/N , ovvero le filtrazioni
M ∩N : N ∩M ⊇ N ∩M1 ⊇ N ∩M2 ⊇ · · · ⊇ N ∩Mn ⊇ · · ·
M/N : M/N ⊇M1 +N/N ⊇M2 +N/N ⊇ · · · ⊇Mn +N/N ⊇ · · ·
Abbiamo un ulteriore modo di costruire una filtrazione: sia A→ B un omomorfismo
di anelli tale che qB 6= B, e sia N un B-modulo, il quale e` piatto come A-modulo.
Allora, essendo N A-piatto, possiamo identificare Mn+1⊗AN con un sottoB-modulo di
Mn ⊗B N per ogni n, e quindi otteniamo una filtrazione
M⊗A N : M ⊗A N ⊇M1 ⊗A N ⊇M2 ⊗A N ⊇ · · · ⊇Mn ⊗A N ⊇ · · ·
la quale risulta essere ovviamente sia una q-filtrazione che una qB-filtrazione, stabile se
lo e` M. Ad esempio, possiamo prendere N = B = Ap dove p e` un ideale primo che
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contiene q, ottenendo cos`ı la filtrazione localizzata. Un altro caso particolare di questa
costruzione si ha quando A = B e N e` un A-modulo piatto.
Un altro modo che ci interessa, di costruire una filtrazione e` il seguente: siano M,N
due q-filtrazioni di due moduli M,N rispettivamente. Allora definiamo la q-filtrazione
somma diretta
M⊕ N : M ⊕N ⊇M1 ⊕N1 ⊇M2 ⊕N2 ⊇ · · · ⊇Mn ⊕Nn ⊇ · · ·
E` chiaro cheM⊕N e` stabile, separata, nilpotente (e completa dal punto di vista topologi-
co) se e solo se le stesse rispettive proprieta` valgono perM e N. Iterando il procedimento,
otteniamo una somma finita di filtrazioni M1 ⊕ · · · ⊕Mn.
Infine, dato 1 6 n ∈ N e data una filtrazione M definiamo la potenza i-esima di M
come la qi-filtrazione
Mi : M ⊇Mi ⊇M2i ⊇M3i ⊇ · · ·
(notare il grassetto, che utilizziamo per non confondere la notazione con una notazione
introdotta piu` avanti), e lo shift i-esimo di M come la q-filtrazione di Mi
Mi : Mi ⊇Mi+1 ⊇Mi+2 ⊇ · · ·
(cioe` poniamoMn :=Mn+i) Quest’ ultima eredita fedelmente daM stabilita`, separatezza
e nilpotenza.
Ad ogni filtrazione associamo la valutazione rispetto a M, νM : M → N ∪ {∞},
definita da
νM(m) := sup{n ∈ N|m ∈Mn}
Possiamo quindi riformulare la separatezza di una filtrazione dicendo che M e` separata
se ν−1M ({∞}) = {0}.
Con νq(·) indicheremo la valutazione rispetto alla filtrazione q-adica di A.
Nota. Data una filtrazioneM, per essere piu` stringati nelle formulazioni di alcuni teoremi,
poniamo Mn =M ∀n < 0.
Un ulteriore osservazione e` che una filtrazione Noetheriana stabile e definitivamente
costante e` costante sempre, oppure l’ altezza dell’ ideale di definizione e` nulla:
Osservazione 1.3. SiaM una q-filtrazione Noetheriana. AlloraM e` definitivamente co-
stante soltanto se Mn =M ∀n > 0, oppure ht(q+AnnM/AnnM) = 0. Di conseguenza,
se depthq(M) > 0, M e` definitivamente costante se e solo se M =Mn ∀n > 0.
Dimostrazione. Se Mn = Mn+1 ∀n  0, abbiamo che, essendo la filtrazione stabile,
esiste un n0 > 1 per il quale Mn0 = ∩∞i=0qiMn0 . Ma per il teorema di intersezione di
Krull, e per il teorema di Caley-Hamilton otteniamo allora che esiste a ∈ q tale che
(1 + a)Mn0 = 0 e quindi anche (1 + a)q
n0M = 0. Di conseguenza (1 + a)qn0 ⊆ AnnM .
Allora, se q non e` contenuto in alcun primo minimale di M , si ha che esiste i tale che
(1 + a)i = 0 (mod AnnM) e quindi 1 ∈ AnnM + q da cui Mn =M ∀n > 0. La seconda
affermazione infine, e` una ovvia conseguenza della prima, in quanto l’ altezza e` sempre
maggiore della profondita`.
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Bisogna precisare pero` che in generale, seM e` Noetheriana e definitivamente costante,
non e` affatto detto che M = 0; difatti, tradotto in altri termini, il lemma di Nakayama
non e` piu` vero se l’ ideale di definizione non e` contenuto nel radicale di Jacobson.
1.2 Il graduato associato e le basi standard
Fissato q, ad ogni coppia (M,M) possiamo associare in maniera funtoriale un modu-
lo graduato (graduato non negativamente, cioe` le cui componenti omogenee di grado
negativo sono tutte nulle) su grq(A) :=
⊕∞
n=0 q
n/qn+1, il cosiddetto modulo graduato
associato grM(M) :=
⊕∞
n=0Mn/Mn+1. Il funtore gr·(·) va quindi dalla categoria dei
moduli q-filtrati (con morfismi gli omomorfismi compatibili con le filtrazioni), alla cate-
goria dei moduli graduati su grq(A). Se M e` Noetheriano e M e` stabile, allora grM(M)
sara` Noetheriano.
Osserviamo anzitutto che:
Osservazione 1.4. Se M e` separata allora e` ovvio che M = 0 ⇐⇒ grM(M) = 0.
La costruzione del graduato associato, la si puo` derivare dalla costruzione del modulo
di Rees associato a M, RM :=M ⊕M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn ⊕ · · · , il quale risulta essere un
modulo graduato su Rq = A⊕ q⊕ q2⊕ q3⊕· · ·⊕ qn⊕· · · . Se consideriamo la filtrazione
M1, il graduato associato non e` nient’ altro che RM/RM1 .
Diremo che una filtrazioneM e` Noetheriana se RM e` un modulo Noetheriano. Notare
che se Mn e` finito per ogni n e la filtrazione e` q-stabile, allora RM e` finito come Rq
modulo, e quindi, seM e` Noetheriano,M e` Noetheriana. Viceversa, seM e` Noetheriana,
si vede facilmente che M e` Noetheriano e M e` q-stabile. Riassumiamo tale osservazione:
Osservazione 1.5. Sia M una q-filtrazione. Allora M e` Noetheriana se e soltanto
se M e` Noetheriano e M e` q-stabile.
Torniamo al graduato associato.
Abbiamo una mappa ∗ :M → grM(M), data da
m∗ :=
{
0 se νM(m) =∞
m dove m ∈Mn/Mn+1 e` la classe di m (modMn+1), se νM = n <∞
m∗ e` detta anche la forma iniziale di m rispetto a M.
Se N ⊆ M indicheremo con N∗ il sottomodulo graduato di grM(M) generato dall’
immagine di N tramite ∗. Si vede subito che
N∗ =
∞⊕
n=0
N ∩Mn +Mn+1/Mn+1 w grM∩N (N)
dove l’ isomorfismo a destra e` graduato e canonico (Per non appensantire la notazione
porremo anche grM(N) ≡ grM∩N (N), e grM(M/N) ≡ grM/N (M/N)). Quindi vediamo
grM(N) come un sottomodulo graduato di grM(M).
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Altrettanto facilmente si hanno gli isomorfismi (graduati e canonici)
grM(M/N) w
∞⊕
n=0
N +Mn/N +Mn+1 w
∞⊕
n=0
Mn/(N ∩Mn) +Mn+1 w grM(M)/N∗
cioe`, per l’ identificazione sopra, grM(M/N) w grM(M)/grM(N).
In generale, se N = (n1, . . . , nr) non si ha che N∗ = (n∗1, . . . , n∗r), ma solo l’ inclusione
N∗ ⊇ (n∗1, . . . , n∗r). I casi in cui vale l’ uguaglianza sono significativi e meritano uno
studio. In questo lavoro ci occuperemo pero` della seguente questione affine: se I =
(a1, . . . , ar) e` un ideale di A, quand’ e` che (a∗1, . . . , a∗r)grM(M) = (IM)∗?
Questa questione porta alla formulazione del teorema di Valabrega-Valla, un impor-
tante risultato che lega la profondita` del graduato associato con quella del modulo di
partenza, descrivendo anche il comportamento del sollevamento di elementi regolari sul
graduato associato. Daremo una dimostrazione del teorema di VV nel caso di filtrazioni
di moduli alla sezione (??).
Tornando a sopra, abbiamo subito che
(a∗1, . . . , a
∗
r)grM(M) ≡
∞⊕
n=0
(∑r
i=1 aiMn−νq(ai) +Mn+1
)
/Mn+1 ⊆ (IM)∗ (1.1)
e quindi anche il morfismo suriettivo
grM(M)/(a∗1, . . . , a
∗
r)grM(M)→ grM(M/IM)→ 0
Diamo quindi la seguente importante definizione:
Definizione 1.6. Nel caso in cui in 1.1 vale l’ uguaglianza diremo che a1, . . . , ar e` una
base standard di I relativamente a M.
Per costruzione, osserviamo banalmente che:
Osservazione 1.7. Con le stesse notazioni:
IM ∩Mn =
r∑
i=1
aiMn−νq(ai) ∀n > m⇒ [(a∗1, . . . , a∗r)grM(M)]n = [(IM)∗]n∀n > m
Per l’ altro verso invece, abbiamo bisogno di porre che la filtrazione sia stabile, in
modo da poter applicare il lemma di Artin-Rees.
Proposizione 1.8. Sia M Noetheriana. Allora, dato m ∈ N,
IM ∩Mn =
r∑
i=1
aiMn−νq(ai) ∀n > m ⇐⇒ [(a∗1, . . . , a∗r)grM(M)]n = [(IM)∗]n∀n > m
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Dimostrazione. Per le costruzioni sopra, dall’ ipotesi si ha che
IM ∩Mn +Mn+1 =
r∑
i=1
aiMn−νq(ai) +Mn+1 ∀n > m
Per Artin-Rees esiste n0 ∈ N tale che
IM ∩Mn+n0 = qn(IM ∩Mn0) ⊆ IqnM ⊆ IMn ∀n > 0
e quindi dalla prima equazione
IM ∩Mn ⊆
r∑
i=1
aiMn−νq(ai) +Mn+1 ∩ IM ⊆
⊆
r∑
i=1
aiMn−νq(ai) +
r∑
i=1
aiMn+1−νq(ai) +Mn+2 ∩ IM
⊆
r∑
i=1
aiMn−νq(ai) +Mn+2 ∩ IM ⊆ · · · ⊆
r∑
i=1
aiMn−νq(ai) +Mn0+n ∩ IM ⊆
⊆
r∑
i=1
aiMn−νq(ai) + IMn ⊆
r∑
i=1
aiMn−νq(ai)
e cio` conclude la dimostrazione.
Corollario 1.9. Sia M Noetheriana. Allora a1, . . . , ar e` una base standard di I relati-
vamente a M se e soltanto se IM ∩Mn =
∑r
i=1 aiMn−νq(ai) ∀n > 0.
Corollario 1.10. Consideriamo l’ anello delle serie di potenze K[[x1, . . . , xn]] con la
filtrazione m = (x1, . . . , xn)-adica, e sia I = (f1, . . . , fr). Allora se gli fi sono for-
me omogenee appartenenti a K[x1, . . . , xn], si vede facilmente che vale la condizione
della proposizione, per cui si ha che I∗ = (f∗1 , . . . , f∗r ), e quindi per quanto gia` vi-
sto grm
(
K[[x1, . . . , xn]]/(f1, . . . , fr)
)
= K[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fr). Ad esempio se n =
2, I = (x2 + y2, xy2), allora grm(K[[x, y]]/I) = K[x, y]/(x2 + y2, xy2).
Dimostrazione. Sia g ∈ I ∩mn. Dobbiamo dimostrare che g ∈ ∑ fimn−di dove di :=
νm(fi). Abbiamo g =
∑
gifi con gi ∈ A. Possiamo ovviamente scrivere gi = hi + ei con
hi ∈ mn−di , ei ∈ K[X], deg ei < n− di. Allora per le ipotesi e per la struttura di K[[X]]
si deve necessariamente avere g =
∑
hifi, cioe` la tesi.
Questo corollario e` molto importante in algebra locale per due motivi: il primo, in
quanto ci permette di sapere esattamente come e` fatto il graduato associato in tutti i
casi in cui I e` omogeneo, mentre in generale il compito e` difficile; e il secondo, per il
fatto che abbiamo gia` citato, per il quale in algebra locale molte questioni si possono
ricondurre a quozienti di anelli di serie di potenze su DVR.
Abbiamo dato la definizione di base standard nel caso I = (a1, . . . , ar). Nel caso A
locale, possiamo indebolire l’ ipotesi:
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Osservazione 1.11. Sia A locale e M Noetheriano. Allora dati a1, . . . , ar ∈ I, se vale
l’ uguaglianza in 1.1, si ha IM = (a1, . . . , ar)M .
Dimostrazione. Ragionando come nella proposizione 1.8 (e usando le stesse notazioni),
per n=0 otteniamo che
IM = IM ∩M0 ⊆ · · · ⊆
r∑
i=1
aiM +Mn0+1 ∩ IM ⊆
⊆ (a1, . . . , ar)M + IqM
e quindi usando il lemma di Nakayama si conclude.
Ci poniamo ora il seguente quesito naturale:
Questione 1. Se a1, . . . , ar e` una base standard di I = (a1, . . . , ar) relativamente a M,
quand’ e` che a1, . . . , ar−1 sara` una base standard di J = (a1, . . . , ar−1) relativamente a
M?
Piu` avanti troviamo una condizione per cui cio` accade e vedremo che tale condizione
e` sufficiente per poter dedurre, iterando, il teorema di Valabrega-Valla.
1.3 Il concetto di elemento superficiale
Definizione 1.12. Sia a ∈ A, e M una q-filtrazione. Allora a si dira` essere un elemento
M-superficiale di grado r per q se a ∈ qr e esiste un c ∈ N tale che
(Mn :M a) ∩Mc =Mn−r ∀n 0 (1.2)
Diremo anche che a e` Mr-superficiale per q, o ancora, che a e` superficiale su M e che r
e` un grado di superficialita` di a. Se chiaro dal contesto, potremmo omettere di indicare
la filtrazione. Se non ci interessa specificare il grado, diremo anche piu` semplicemente
che a e` superficiale, intendendo che lo e` per un qualche grado r.
Nota. Si vede subito che se la filtrazione e` definitivamente costante, allora la definizione
si banalizza, ovvero tutti gli elementi sono superficiali (questo ci portera` a definire un
naturale concetto di successione superficiale massimale).
Inoltre e` chiaro che, essendo la definizione asintotica, datom ∈ N, a e`Mm-superficiale
di grado r se e solo se a e`M-superficiale di grado r. Infine, la notazione e` coerente almeno
in un verso con quella introdotta per la potenza di una filtrazione: difatti se a e` Mr-
superficiale, allora a e` Mr -superficiale di grado 1 per qr (ma il viceversa in generale non
vale).
Se infine, a¯ ∈ (A/AnnM)∗, questo implica chiaramente che a e` superficiale, e come
tale diremo che a e` banale. Notiamo che se inoltre a ∈ q, allora M deve essere definiti-
vamente costante (cio` pero` non e` piu` vero nel caso νq(a) = 0: basta prendere a ∈ A∗ ed
una qualsiasi filtrazione non def. cost.).
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Al di la` dell’ apparente complicatezza della definizione, ci si puo` rendere subito conto
che il concetto di elemento superficiale e` del tutto naturale.
Sostanzialmente, un elemento superficiale e` un elemento che agisce abbastanza fedel-
mente sulla filtrazione da una certa “profondita`” in poi: quanto abbastanza e` misurato
dalla c della definizione (piu` c e` basso, piu` l’ azione e` fedele; se c = 0 l’ azione e` com-
pletamente fedele), e la profondita` da cui inizia la fedelta` e` data da un n0 per cui l’
equazione 1.2 vale ∀n > n0. Piu` c e n0 sono piccoli, e piu` l’ azione di a sulla filtrazione
sara` fedele ed estesa, e quindi piu` l’ elemento superficiale sara` forte. Portando alla mas-
sima forza questi due parametri, otteniamo un elemento perfettamente superficiale, che
caratterizzeremo nella prossima sezione.
Ad esempio, se consideriamo una filtrazione q-adica di un anello, con q = (a) un ideale
principale, allora quello che ci stiamo chiedendo e`: quand’ e` che le potenze successive di a
si comportano bene? Come caso particolare, osserviamo banalmente che ogni elemento
regolare a di un anello A e` superficiale di grado 1 sulla filtrazione (a)-adica da esso
indotta. Piu` in generale abbiamo il seguente:
Osservazione 1.13. Sia M una q-filtrazione stabile, dove q = (a) e` un ideale principale.
Allora a e` superficiale di grado 1 se ∃r ∈ N | (0 :M a)∩Mr = 0. Vale anche il viceversa
se M e` separata.
Dimostrazione. Sia r ∈ N | (0 :M a) ∩Mr = 0, e sia s |Mn+s = qnMs∀n ∈ N. Possiamo
supporre s = r. Prendiamo c = s + 1. Allora se m ∈ (Mn :M a) ∩Mc con n > c, si
ha che am ∈ Mn = aMn−1 e quindi che m ∈ Mn−1. Viceversa, supponiamo (Mn :M
a)∩Mc =Mn−1 ∀n 0, e sia m ∈ (0 :M a)∩Mc. Allora am = 0 ∈Mn ∀n ∈ N e quindi
m ∈Mn−1 ∀n 0 da cui per l’ ipotesi m = 0.
Nota. E` essenziale la stabilita` della filtrazione nella prima parte della dimostrazione
(vedere il facile controesempio di filtrazione non stabile che non ammette elementi su-
perficiali di grado 1, alla sezione 1.6). Nella seconda parte invece, abbiamo usato solo la
separatezza di M, e nessun’ altra condizione, per cui possiamo affermare in maniera piu`
generale che:
Osservazione 1.14. Se a e` un elemento Mr-superficiale per una qualche filtrazione
separata M, allora (0 :M a) ∩Mn = 0 ∀n 0.
Dalla prima osservazione otteniamo il seguente corollario.
Corollario 1.15. Sia M una q-filtrazione stabile, dove q = (a) e` un ideale principale, e
supponiamo che M sia Noetheriano. Allora a e` superficiale di grado 1.
Dimostrazione. Per Artin-Rees si ha che ∃n0 ∈ N | (0 :M a) ∩ Mn+n0 = qn
(
(0 :M
a) ∩Mn0
)
= 0 ∀n ∈ N.
Nella definizione di elemento superficiale ci si puo` chiedere come mai si metta l’
intersezione conMc. Cio` dipende dal fatto che la definizione di elemento superficiale data
sopra e` da un lato, abbastanza forte da permettere proprieta` comunque buone (vedere
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piu` avanti la Sally’s Machine a ??), e dall’ altro lato e` abbastanza debole da permettere
sempre l’ esistenza di tali elementi superficiali. La definizione quindi e` calibrata proprio
intorno a tali due circostanze.
Dalla definizione, il grado di un elemento superficiale non appare univocamente
determinato. Abbiamo pero` che:
Osservazione 1.16. Sia a un elemento superficiale di grado r0 su una filtrazione M.
Allora:
1. an e` superficiale di grado nr0 ∀n ∈ N
2. Se M non e` definitivamente costante, allora se r > r0, a non puo` soddisfare la 1.2.
Di conseguenza, se M non e` def. cost., an 6∈ qnr0+1 ∀n ∈ N.
3. Osserviamo banalmente che se aM =M con a ∈ q, allora Mn =M ∀n > 0.
Vale anche il viceversa del punto 1., cioe` se a ∈ qr0 e an e` superficiale di grado nr0,
allora a e` superficiale di grado r0
Dimostrazione. 1. Ovvio dalla definizione.
2. Se a soddisfa la 1.2 per r1 e r2 con r1 6= r2, allora e` chiaro che M e` definitivamente
costante. Riguardo alla seconda affermazione invece, per il punto 1., basta dimo-
strare il caso n = 1. Se per assurdo a ∈ qr0+1 allora dalla definizione di elemento
superficiale si avrebbe subito che a soddisfa la 1.2 anche per r0 + 1 e quindi per l’
affermazione precedente si avrebbe un assurdo.
Infine, se an e` superficiale di grado nr0, e am ∈Mj+r0 , abbiamo che anm ∈Mj+nr0 ,
da cui m ∈Mj ∀j  0, se m appartiene a Mc, dove c e` quello dato per la superficialita`
di an
Ovviamente segue:
Corollario 1.17. Nelle ipotesi di 2., il grado di a e` unico e risulta essere eguale a νq(a).
D’ altra parte, se M e` definitivamente costante, dalla definizione si ha subito che
ogni elemento a ∈ A e` Mr-superficiale per ogni r = 0, 1, . . . , νq(a), poiche´ la definizione
si banalizza (cioe` la 1.2 vale per ogni r ∈ N), e un grado di a in questo caso e` solo una
potenza di q a cui a appartiene.
L’ ambiguita` sul grado (per come definito) sta quindi solo nel caso banale di filtrazione
definitivamente costante.
La 3. dell’ osservazione 1.16, ci dice che se a e` un elemento superficiale di grado
1 che agisce troppo bene su M finito, allora la filtrazione e` banale. In un certo senso,
potremmo dire che questo e` una sorta di lemma Nakayama per filtrazioni.
Tornando un attimo all’ osservazione deduciamo che:
Corollario 1.18. Nelle ipotesi di 2., a 6∈√Ann(M).
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Dimostrazione. Passando a A/Ann(M) possiamo ovviamente ricondurci al caso fedele,
poiche´ l’ ipotesi di superficialita` si conserva, essendo rilevante solo l’ azione di a su
M. Nel caso fedele, se a ∈ √Ann(M) = √0 allora esiste n tale che an = 0 e quindi
an ∈ qnr+1, contrariamente al punto 2. della proposizione.
Abbiamo quindi visto che se a soddisfa la 1.2, allora, nel caso non banale, a 6∈ qr+1.
Ci si puo` chiedere se puo` avvenire una cosa simile al contrario (nel caso non banale
ovviamente), ovvero che se vale la 1.2 per qualche r, allora a ∈ qr: ebbene, questo e`
falso.
Difatti, osserviamo facilmente che se prendiamo M una I-filtrazione non definitiva-
mente costante, avente i, un elemento superficiale di grado 1 (ad esempio la filtrazione
gia` citata sopra A ⊇ (i) ⊇ (i2) ⊇ · · · ⊇ (in) ⊇ · · · dove i e` un elemento di regolare
di A), allora possiamo ovviamente vedere M come una q := I2 filtrazione, e come tale
a := i2 ∈ q soddisfa la 1.2 con r = 2, e quindi a = i2 6∈ I3 ⊇ I4 = q2 .
Seppur questo e` una sorta di trucco, fa venire in mente che nella definizione 1.12 c’ e`
un piccolo limite: nel caso sopra ad esempio, abbiamo che l’ elemento in considerazione
ha l’ azione buona che vorremmo in un elemento superficiale, e l’ unico motivo per cui
non viene chiamato superficiale e` il fatto che non appartiene alla giusta potenza di q. Si
e` tentati percio` di eliminare questo cavillo formale, e quindi di eliminare dalla definizione
l’ appartenenza a qr e mantenere solo la 1.2.
Ma allora possiamo proseguire ulteriormente e porre la definizione piu` generale pos-
sibile abolendo anche cheM sia una q-filtrazione, e lasciando solo che sia una successione
di sottomoduli. Certamente la definizione ha pieno senso ed e` del tutto naturale. Pur-
troppo pero` lo studio di filtrazioni senza alcuna struttura algebrica e` tanto vago quanto
privo di interesse: la mancanza di qualsiasi proprieta` rende tale studio, dal punto di
vista algebrico, privo di orientamenti e riferimenti.
Nel nostro caso portiamo due importanti argomentazioni a favore del fatto per cui
estendere la definizione non ha molto senso. Il primo e il piu` importante, e` che tutta la
motivazione di fondo della teoria degli elementi superficiali sta nello studio del graduato
associato, ed un elemento a ∈ qr−1 \ qr che soddisfa la 1.2 si comporta male su di esso,
cioe` a∗(grM(M)n) = 0 ∀n  0, e cio` fa s`ı che sia un elemento debole di poco interesse
(vedere quanto accade al contrario nel nostro caso, all’ osservazione 1.25). La seconda,
e` che la teoria costruita con la definizione piu` generale puo` essere in parte ricondotta a
quella costruita con la nostra definizione: difatti se ad esempio a ∈ A \ q e` un elemento
che soddisfa la 1.2 per ogni n > 0, allora possiamo prendere q′ := q + (a), e ovviamente
M sara` una q′-filtrazione e a ∈ q′ un superficiale di grado 1.
Nella sezione sulle filtrazioni abbiamo visto come costruire due filtrazioni canoni-
che da un sottomodulo N ⊆ M . Ovviamente risulta essere che se a e` Mr-superficiale
allora sara` anche (M ∩N)r-superficiale, mentre in generale non e` detto che sia (M/N)r-
superficiale. Avevamo visto anche una terza costruzione tramite il prodotto tensoriale.
Vediamo che, in questo caso, gli elementi superficiali si comportano bene, in quanto la
piattezza fa si che il prodotto tensoriale commuta con intersezioni finite e colon:
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Proposizione 1.19. Sia M una q-filtrazione, A f→ B un morfismo di anelli tale che
qB 6= B, e N un B-modulo, piatto come A-modulo. Allora
1. Se a e` un elemento Mr-superficiale, allora f(a) e` (M⊗A N)r-superficiale.
2. Se N e` fedelmente piatto come A-modulo e a ∈ qr, allora vale anche il viceversa,
cioe`, se f(a) e` (M⊗A N)r-superficiale allora sara` anche Mr-superficiale.
Nota. In 2., se anche A → B e` fedelmente piatto, allora f(a) ∈ (qB)r =⇒ a ∈ qr, e
quindi l’ ipotesi a ∈ qr si puo` omettere.
Dimostrazione. La prima segue banalmente dal fatto che se N e` A-piatto e T, S sono
sottomoduli di M allora (T :M a) ⊗A N = (T ⊗A N :M⊗AN a), e (S ∩ T ) ⊗A N =
(S⊗AN)∩ (T ⊗AN). La seconda osservazione invece segue da quanto detto sopra e dal
fatto che il prodotto tensoriale e` un funtore esatto a destra, per cui se N e` fedelmente
piatto e T ⊆ M , allora (M ⊗A N)/(T ⊗A N) = 0 implica che M = N . (In definitiva
basta applicare queste considerazioni all’ equazione 1.2)
Un’ altra costruzione che avevamo visto era la somma diretta. Si ha subito che
Osservazione 1.20. Siano M1, . . . ,Mn q-filtrazioni e a ∈ A. Allora a e` M1⊕ . . .⊕Mn-
superficiale di grado r se e soltanto se a e` Mi-superficiale di grado r per ogni i =
1, . . . , n.
Dimostrazione. Ovvio, in quanto il colon ( : ) e l’ intersezione commutano con le somme
dirette.
Possiamo quindi ricondurre gli elementi superficiali di grado r > 1 a quelli di grado
1. Sia infatti N la qr-filtrazione
M ⊕M1 ⊕ · · · ⊕Mr−1 ⊇Mr ⊕Mr+1 ⊕ · · · ⊕M2r−1 ⊇M2r ⊕M2r+1 ⊕ · · · ⊕M3r−1 ⊇ · · ·
Allora se a ∈ A, e` ovvio che a e` N-superficiale di grado 1 se e soltanto se a e`M-superficiale
di grado r.
Come applicazione otteniamo che ogni proposizione che fa delle affermazioni su su-
perficiali di grado 1, a partire da delle ipotesi che restano invariate nella formazione
della somma diretta, vale anche per gli elementi superficiali di grado maggiore di 1. Ad
esempio, se troviamo una condizione A suM per la quale si ha l’ esistenza di un elemento
superficiale di grado 1, se questa condizione resta vera prendendo la somma diretta di M
n-volte per ogni n, avremo per quanto osservato sopra che in ogni modulo che soddisfi
la condizione A esistono elementi superficiali di qualsiasi grado.
Molto spesso e` possibile ridurre affermazioni riguardanti elementi superficiali di grado
r > 1 ad affermazioni nel caso r = 1 , tramite l’ uso di apposite somme dirette di
filtrazioni. L’ affermazione nel paragrafo subito sopra, ne e` un esempio.
Vediamo quindi che c’e` un vantaggio nel considerare elementi superficiali per filtra-
zioni di moduli. Nel caso classico, ovvero nel caso di filtrazioni q-adiche di anelli, la
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somma diretta non viene in mente, in quanto negli anelli l’ uso della somma diretta e`
una costruzione non del tutto naturale come invece lo e` nella teoria dei moduli: il risul-
tato e` che per trovare elementi superficiali per piu` filtrazioni, classicamente si fa molta
piu` fatica %, e si e` costretti all’ utilizzo di tecniche piu` sofisticate. Dal nostro punto di
vista invece, sgomberando il campo da cio` che non serve, arriviamo al nocciolo della que-
stione e mostriamo in via piuttosto elementare e intrinseca i legami tra le filtrazioni e gli
elementi superficiali, ritrovando tra l’ altro i risultati classici. Dopotutto, la definizione
di elemento superficiale e` piuttosto “module-theoretic” che non “ring-theoretic”.
Nella prossima sezione, dopo aver introdotto un tipo di elemento superficiale piu`
forte, proseguiremo il nostro discorso sul concetto di superficialita`.
1.4 Elementi perfettamente superficiali
Torniamo all’ esempio citato nella sezione precedente, di a regolare per A. Ovviamente
a soddisfa la proprieta` di superficialita` nella maniera piu` forte possibile. Vediamo di
caratterizzare i superficiali piu` forti nel caso di filtrazioni separate:
Proposizione 1.21. Sia A un anello e M una q-filtrazione separata. Sia poi a ∈ qr, r ∈
N. Allora sono equivalenti:
1. a∗ 6∈ Z(grM(M)) e νq(a) = r
2. (Mn+r :M a) ∩Mn−1 =Mn∀n > 0
3. a 6∈ Z(M) e aM ∩Mn+r = aMn∀n > 0
4. (Mn+r :M a) =Mn∀n > 0
Dimostrazione. (1 ⇔ 4): E` chiaro che 1 implica 4, per definizione di modulo graduato
associato, e poiche´ per ipotesi a ha valutazione r. Viceversa, basta dimostrare che a ha
valutazione r. Ma altrimenti si avrebbe che Mn−1 ⊆ (Mn+r :M a) =Mn∀n > 0 e quindi
M =Mn∀n, da cui M = 0, essendo la filtrazione separata.
(4⇒ 2): E` ovvio.
(2⇒ 3):Dimostriamo prima che a 6∈ Z(M): applicando successivamente l’ eguaglian-
za di 2 si vede che se am = 0 allora m ∈Mn∀n e quindi m = 0, per la separatezza della
filtrazione. Vediamo ora l’ eguaglianza per induzione su n. Per n = 0 e` ovvia. Ora, per
ipotesi induttiva si ha che am ∈ aM ∩Mn+1+r ⊆ aMn e quindi essendo a non divisore
di zero su M , otteniamo che m ∈Mn da cui possiamo quindi usare l’ ipotesi 2 e dedurre
che m ∈Mn+1, cioe` la tesi.
(3⇒ 4):del tutto ovvio dalla combinazione delle due ipotesi.
Nota. Per allacciarci alla discussione della sezione precedente riguardo alla somma diretta
di filtrazioni, e mostrare un esempio, osserviamo facilmente che nella proposizione il caso
r > 1 puo` essere ricondotto a quello r = 1 utilizzando la filtrazione
N : M ⊕ · · · ⊕M ⊇M1 ⊕ · · · ⊕Mr ⊇M1+r ⊕ · · · ⊕M2r ⊇ · · ·
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poiche´ e` facile vedere che se a ∈ qr, allora a soddisfa 1.,2.,3.,4. se e solo se a soddisfa
rispettivamente 1.,2.,3.,4. con N, qr al posto di M, q.
Notiamo anche che, in generale, per qualsiasi filtrazione, se a soddisfa la 4. per un
certo r, allora se r > νq(a), si ha Mn = M ∀n > 0 e quindi grM(M) = 0, per cui a
soddisfa banalmente la 4. anche per r := νq(a), e anche la 1. Quindi a meno di cambiare
r, 1. e 4. sono equivalenti sempre.
Corollario 1.22. Supponiamo di avere a che soddisfa le condizioni della proposizione,
e che la filtrazione sia separata. Allora a e` superficiale di grado unico ed uguale a νq(a).
Dimostrazione. Chiaramente a e` superficiale per 4.. Se νM(a) = 0 allora ovviamente il
grado e` unico ed uguale a 0. Per quanto discusso in precedenza sul grado di un elemento
superficiale, cio` che vuole dire la tesi nei restanti casi, e` semplicemente che la filtrazione
non e` definitivamente costante. Se νM(a) > 1, da 3. e 4. abbiamo che se M e` nilpotente
(siamo nel caso di filtrazione separata) allora M = 0 (nel caso νM(a) = 0 cio` e` falso: si
prenda ad esempio un modulo M 6= 0 con a ∈ Z(M) 6= ∅ e sia M :=M ⊇ 0 ⊇ 0 ⊇ · · · ⊇
0 ⊇ · · · , q := Ann(M)). Quindi in questo caso per l’ osservazione 1.16 deduciamo la tesi
(abbiamo supposto all’ inizio della trattazione che M 6= 0).
La proposizione ci dice quindi che, in presenza della separatezza, un elemento che
soddisfa una delle quattro proprieta` equivalenti e` superficiale. In particolare il solle-
vamento di un elemento regolare e omogeneo per il graduato associato e` superficiale.
La stessa 4. pero`, ci dice anche che tali elementi hanno una superficialita` con la forza
massima. Per rimarcare cio` riserviamo ad essi un nome:
Definizione 1.23. Un elemento a che soddisfa la proprieta` 4. della proposizione 1.21,
sara` detto elemento perfettamente superficiale
Un elemento a regolare di un anello, e` ovviamente un elemento perfettamente super-
ficiale sulla filtrazione da esso indotta.
Vedremo che anche i superficiali, come gli elementi regolari, sono caratterizzati da un
certo scansamento da alcuni ideali primi. Gli elementi perfettamente superficiali sono cio`
che uno di primo getto vorrebbe definire come elementi superficiali, tramite il punto 4.
della proposizione. Il problema e` che la loro esistenza e` condizionata dalla profondita` del
graduato associato, come abbiamo visto. Piuttosto, quello che si fa di solito, e` prendere
un elemento superficiale e cercare di dimostrare che esso e` perfettamente superficiale.
Torniamo alla proposizione 1.21.
Osservazione 1.24. Siano A = ⊕∞n=0An = A0[A1] e M = ⊕∞n=0Mn, rispettivamente un
anello omogeneo ed un modulo graduato. Sia a ∈ A un elemento omogeneo. Prendiamo
la Q-filtrazione standard S
S : M = ⊕∞i=0Mi ⊇ ⊕∞i=1Mi ⊇ ⊕∞i=2Mi ⊇ · · · ⊇ ⊕∞i=nMi ⊇ · · ·
dove Q := A1⊕A2⊕A3⊕· · · ⊆ A e` l’ ideale irrilevante di A (notare che si tratta di una
filtrazione separata). Chiaramente grS(M) = M e grQ(A) = A. Allora in questo caso,
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1. della proposizione 1.21 diventa semplicemente a 6∈ Z(M) e νQ(a) = r (in questo caso
pero` la proposizione e` particolarmente banale, per via di come e` fatta la filtrazione).
Possiamo generalizzare la questione.
La dimostrazione della seguente osservazione segue subito dalle definizioni.
Osservazione 1.25. Sia M una filtrazione e a ∈ A. Allora a e` superficiale se e soltanto
se (0 :grM(M) a
∗)n = 0 ∀n  0, cioe` se e soltanto se a∗ 6∈ Z(grMn (Mn)) per qualche
n > 0.
Corollario 1.26. Nelle ipotesi dell’ osservazione 1.24 si ha che a e` superficiale per
qualche grado r se e soltanto se a 6∈ Z(⊕∞i=nMi) per qualche n > 0.
Mettendo insieme le due cose otteniamo quindi che ∗ si comporta benissimo sugli
elementi superficiali:
Corollario 1.27. Sia M una filtrazione e a ∈ A. Allora a e` superficiale se e sol-
tanto se a∗ e` superficiale relativamente alla filtrazione standard S : grM(M) ⊇ · · · ⊇
⊕∞i=nMi/Mi+1 ⊇ · · · . Inoltre, se M non e` definitivamente costante, il grado di super-
ficialita` di a e a∗ sono unici e uguali a νq(a) = νQ(a∗), e (a∗)n = (an)∗ 6= 0 ∀n ∈
N.
Dimostrazione. Dobbiamo solo dimostrare la seconda affermazione, essendo la prima l’
insieme dei due risultati precedenti. Ora, se M non e` definitivamente costante allora la
filtrazione standard non sara` nilpotente. Essendo separata, abbiamo che s e` univoca-
mente determinato ed uguale chiaramente a νq(a), per il corollario 1.17. Notiamo poi
che se a ha un grado r, allora direttamente dalla dimostrazione dell’ osservazione 1.16
otteniamo che r = νq(a), poiche´ altrimentiM sarebbe definitivamente costante. Infine, l’
ultima affermazione segue dalla combinazione della precedente e del fatto che se a e` su-
perficiale di grado r allora an e` superficiale di grado nr (oppure anche dall’ osservazione
1.25).
Vediamo quindi che nel caso graduato la terminologia e` coerente:
Corollario 1.28. Se A, M , M e a sono quelli dell’ osservazione 1.24, con Mn non
e`definitivamente 0, e a e` superficiale, allora il grado di superficialita` r di a e` unico ed
eguale al grado di a come forma omogenea, cioe` r = νQ(a) = ∂a.
Dal corollario otteniamo anche la seguente osservazione:
Osservazione 1.29. Sia M non definitivamente costante, e siano a1, . . . , an elementi
superficiali su M, rispettivamente di gradi r1, . . . , rn. Dati i1, . . . , in ∈ N, chiaramente
ai11 · · · ainn e` superficiale su M di grado i1r1 + · · · + inrn, e quindi ν(ai11 · · · ainn ) = i1r1 +
· · ·+ inrn e (a∗1)i1 · · · (a∗n)in = (ai11 · · · ainn )
∗ 6= 0.
Dati A e M graduati come nell’ osservazione 1.24, molti autori definiscono un ele-
mento superficiale di grado r su M , come un elemento omogeneo a ∈ Ar tale che
(0 :M a)n = 0 ∀n 0.
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Per i risultati sopra, questa definizione e` inclusa nella nostra come un particolare caso
di essa (quello della filtrazione standard). La definizione data di elemento superficiale,
e` quindi molto generale, abbracciando sia il caso graduato che quello locale, il quale
andremo a studiare piu` avanti.
1.5 Elementi superficiali e funzioni di Hilbert
Le osservazioni della precedente sezione esibiscono una prima connessione tra la teoria
delle funzioni di Hilbert e gli elementi superficiali. Connessione che ci porta all’ origine
del concetto di elemento superficiale come pensato da Samuel.
Siano infattiM graduato su A graduato omogeneo (cioe` A = A0[A1]) con A0 locale e
M Noetheriano (in realta` al posto di A0 locale e` sufficiente porre che A0/(AnnM ∩A0)
sia locale), e supponiamo che M ammetta funzione di Hilbert con coefficienti del relativo
polinomio e0(M), . . . , er−1(M). Allora, per quanto visto sopra a e` superficiale (nel
senso classico, cioe` omogeneo superficiale per la filtrazione standard) se e soltanto se
λA0(0 :M a) <∞, cioe` se e soltanto se (0 :M a)n = 0 ∀n 0, e quindi, se dimM > 2, si
vede subito che e0(M/aM) = e0(M), poiche´:
• se x ∈ A1 e` regolare su M , allora l’ h-polinomio di M e M/xM sono uguali ), e
dimM/xM = dimM − 1 ;
• se dimM > 1, allora e0(M) = e0(⊕∞i=nMi) ∀n > 0 ;
In realta` abbiamo di piu` (nel seguito λ(·) ≡ λA0(·)):
Proposizione 1.30 (Lemma di Singh graduato). Siano M e A come sopra. Sia a ∈
Ar, r > 1. Allora
λ
(
(0 :M a)∩ (M0⊕· · ·⊕Mn−r)
)
+HM (n−r+1)+ · · ·+HM (n) = H1M/aM (n) ∀n > r−1
(1.3)
Dimostrazione. Ricaviamo per ogni i ∈ N le lunghezze dalla successione esatta
0→ ((0 : a) ∩ (Mi))→Mi a·→Mi+r →Mi+r/aMi → 0
e sommando le relative equazioni per i = 0, · · · , n, con n > r − 1, ricaviamo quanto
voluto.
Corollario 1.31. Se a e` superficiale di grado r > 1, e dimM = s > 1, allora valgono:
1.
n∑
i=0
1
(n− i)!
(
r
n− i+ 1
)
ei(M) = en(M/aM) per ogni n = 0, . . . , s− 2, se s > 2
2.
s−1∑
i=0
1
(s− 1− i)!
(
r
n− i+ 1
)
ei(M) = es−1(M/aM) + (−1)sλ(0 :M a)
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3. dimM/aM = s− 1
Dimostrazione. Passando alle serie di Hilbert nella 1.3, si ha∑
n>0
λ
(
(0 :M a)∩(M0⊕· · ·⊕Mn−1)
)
zn+(1+z+z2+ · · ·+zr−1)PM (z)+g(z) = P 1M/aM (z)
per un certo g(z) ∈ Z[z]. Ma per ipotesi λ((0 :M a) ∩ (M0 ⊕ · · · ⊕Mn−1)) = λ(0 : a) ≡
c ∀n 0, e quindi per qualche j ∈ N
f(z) +
(
czj/(1− z))+ (1 + z + z2 + · · ·+ zr−1)PM (z) = P 1M/aM (z)
per un certo f(z) ∈ Z[z]. Guardando a questa equazione notiamo subito che la potenza
massima di (1− z) che divide P 1M/aM (z) e` minore di s, e quindi otteniamo la 3.
Moltiplicando per (1 − z)s passiamo agli h-polinomi, da cui derivando otteniamo
subito la 1. e la 2., se dimostriamo che
(Dn(k(z)PM (z)))(1) =
n∑
i=0
(
n
i
)(
r
n− i+ 1
)
((DiPM (z))(1))
dove abbiamo posto k(z) := (1 + z + · · · + zr−1). Per lo sviluppo del prodotto, ba-
sta dimostrare che (Dnk(z))(1) =
(
r
n−i+1
)
. Ma cio` e` un facile calcolo se deriviamo
successivamente l’ equazione k(z)(1− z) = (1− zr).
Corollario 1.32.
• e0(M/aM) =
{
r · e0(M) se s > 2
r · e0(M) + λ(0 :M a) se s = 1
Nel caso r = 1:
• en(M) = en(M/aM) per ogni n = 0, . . . , s− 2, se s > 2
• es−1(M) = es−1(M/aM) + (−1)sλ(0 :M a)
Quindi gli elementi superficiali riducono la dimensione, permettendoci di sapere come
variano esattamente i coefficienti del polinomio di Hilbert. Possiamo percio` ricondurre
lo studio delle funzioni di Hilbert a dimensioni basse. Particolarmente importante e` il
caso r = 1, nel quale abbiamo che tutti i coefficienti tranne l’ ultimo restano invariati.
Questa era proprio l’ idea che aveva in testa Samuel nel pensare agli elementi superficiali:
un elemento che permettesse di scendere di dimensione e allo stesso tempo mantenesse
invariata la molteplicita`. In realta` Samuel pensava questo nel caso locale. Vediamo
quindi di ritrovare ora questo concetto.
Precisiamo anzitutto la seguente:
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Osservazione 1.33. Sia M una q-filtrazione Noetheriana e di Hilbert. Allora M e`
definitivamente costante se e soltanto se Mn =M ∀n > 0 oppure dimM = 0. Se quindi
A e` locale, la filtrazione e` definitivamente costante se e soltanto se dimM = 0.
Dimostrazione. Se la dimensione e` nulla, la tesi e` ovvia, poiche´ siamo nel caso Artiniano.
Viceversa se Mn = Mn+1 ∀n  0, abbiamo dall’ osservazione 1.3, che, o l’ altezza di
q + AnnM/AnnM e` nulla o Mn = M ∀n > 0, e quindi, essendo M/qM Artiniano, la
tesi.
Abbiamo poi bisogno del seguente risultato.
Osservazione 1.34. Sia M una q-filtrazione, e sia a un elemento Mr-superficiale. Al-
lora:
Se M e` Noetheriana si ha:
• aM ∩Mn+r = aMn, e (a∗grM(M))n = (gr(aM))n ∀n 0
Se M e` separata si ha:
• (0 :M a) ∩Mn = 0 ∀n 0
Se infine M e` separata e Noetheriana, si ha che:
• (Mn+r :M a) =Mn + (0 :M a) e (0 :M a) ∩Mn = 0 ∀n 0
Viceversa un elemento a ∈ qr che soddisfi quest’ ultima condizione e` sempre Mr- super-
ficiale.
Dimostrazione. Mostriamo la prima eguaglianza. Usando Artin-Rees abbiamo che esiste
n0 tale che aM∩Mn+n0 = qn(aM∩Mn0) ⊆ aqnM ∀n > 0, e quindi se am ∈ aM∩Mn+n0
abbiamo am = ax, x ∈ Mn. Allora se n > c, dove c e` dato dalla 1.2, si ottiene sempre
dalla stessa equazione che x ∈Mn+n0−r ∀n 0, che era quello che si voleva. Da questo
poi segue anche la seconda eguaglianza per l’ osservazione 1.7.
Passiamo alla seconda eguaglianza. Sia c tale che vale 1.2. Mostriamo che (0 :M
a) ∩Mn = 0 ∀n > c. Sia quindi m ∈ Mc |am = 0. Allora am ∈ Mn ∀n > 0 e quindi
sempre dalla 1.2 otteniamo che m ∈ ∩∞n=0Mn = 0.
Per quanto riguarda l’ ultimo punto, se n0 e` abbastanza grande tale che valgono le
prime due eguaglianze trovate per ogni n > n0, abbiamo che per tali n, se am ∈Mn+r,
am = amn con mn ∈ Mn, e quindi m = mn, per cui m = mn + (m−mn), che soddisfa
alla nostra richiesta.
Se infine esiste c tale che (Mn+r :M a) =Mn+(0 :M a) e (0 :M a)∩Mn = 0 ∀n > c,
abbiamo che per ogni n > c
(Mn+r :M a) ∩Mc = (Mn + (0 :M a)) ∩Mc =Mn + (0 :M a) ∩Mc =Mn
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Corollario 1.35. Siano A locale e M Noetheriano, dimM = s > 1, e sia M una
q-filtrazione stabile di Hilbert. Allora, se a e` Mr-superficiale, con r > 1, si ha che:
1.
n∑
i=0
1
(n− i)!
(
r
n− i+ 1
)
ei(M) = en(M/aM) per ogni n = 0, . . . , s− 2, se s > 2
2. dimM/aM = s− 1
Dimostrazione. Dall’ osservazione sopra abbiamo ovviamente che (grM(M/aM))n =
(grM(M)/a∗grM(M))n ∀  0. Posto N ′ ≡ grM(M/aM), N ′′ ≡ grM(M)/a∗grM(M),
abbiamo quindi che HN ′ = HN ′′ . Inoltre dim grM(M) = dimM e dim grM(M/aM) =
dim(M/aM). Allora le affermazioni seguono subito dal corollario 1.31, poiche` sappiamo
essere a∗ superficiale di grado r.
Vediamo quindi che otteniamo il concetto di Samuel: se M = A e M e` la filtrazione
q-adica, dove q e` m-primario, allora (perlomeno nel caso dimA > 2; ma si veda anche
dopo) se a e` superficiale di grado 1, otteniamo che e0(M) ≡ e0(q) = e0(q/(a)).
Vorremo trasportare anche il punto 2. del corollario 1.31 al nostro caso. Il problema
e` che in generale λA(0 :M a) 6= λA(0 :grM(M) a∗) (e anche : es−1(grM(M)/a∗grM(M)) 6=
es−1(grM(M/aM))): questa e` una questione importante e fa parte dello studio della
profondita` del graduato associato. Piuttosto che dimostrare direttamente l’ uguaglianza
λA(0 :M a) + es−1(grM(M/aM)) = λA(0 :grM(M) a
∗) + es−1(grM(M)/a∗grM(M))
generalizziamo quanto gia` visto:
Proposizione 1.36 (Lemma di Singh generale). Sia M una q-filtrazione di Hilbert, e
sia a ∈ qr. Allora
λ
(
(Mn+r : a)/Mn
)
+HM(n− r + 1) + · · ·+HM(n) = H1M/aM (n) ∀n > r − 1
Dimostrazione. Come nel caso graduato, basta considerare ∀i ∈ N la successione esatta
0→ (Mi+r : a)/Mi →M/Mi a·→M/Mi+r →M/Mi+r + aM → 0
Corollario 1.37. Si deduce il lemma di Singh graduato, prendendo comeM la filtrazione
standard.
Corollario 1.38. Nelle ipotesi del corollario 1.35, se s > 2 si ha che vale anche
s−1∑
i=0
1
(s− 1− i)!
(
r
n− i+ 1
)
ei(M) = es−1(M/aM) + (−1)sλ(0 :M a)
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Dimostrazione. Si ragiona esattamente come nel caso graduato, notando che
(Mn+r : a)/Mn =Mn + (0 : a)/Mn ' (0 : a)/(0 : a) ∩Mn = (0 : a) ∀n 0
A questo punto, poiche´ ei(M) ≡ ei(grM(M)) per definizione, possiamo mettere
insieme i risultati e dedurre che nelle ipotesi del corollario sopra si ha
λA(0 :grM(M) a
∗)− λA(0 :M a) = es−1(grM(M/aM))− es−1(grM(M)/a∗grM(M))
In particolare, se a e` regolare, abbiamo un modo computabile di calcolare quanto e` la
(ir-)regolarita` di a∗:
λA(0 :grM(M) a
∗) = es−1(grM(M/aM))− es−1(grM(M)/a∗grM(M))
In sostanza, per ottenere questa equazione, abbiamo applicato Singh due volte, una
prima volta nel caso locale, ed una seconda volta sul graduato associato, usando che ∗
si comporta bene sui superficiali.
Mostriamo ora che nel caso r=1 si puo` dimostrare anche l’ inverso dei risultati
precedenti.
Proposizione 1.39. Supponiamo di trovarci nelle condizioni del corollario 1.35, e sia
a ∈ q. Se en(M) = en(M/aM) per ogni n = 0, · · · , s − 2 (nel caso in cui s > 2) e
es−1(M) = es−1(M/aM) + (−1)sλ(0 : a) (in particolare λ(0 : a) < ∞), allora si ha che
a e` superficiale di grado 1 per M.
Dimostrazione. Innanzitutto poiche` λ(0 : a) < ∞, si ha che (0 : a) ∩Mn = (0 : a) ∩
Mn+1 ∀n  0 poiche` gli (0 : a) ∩Mn formano una catena discendente di sottomoduli
di(0 : a). Allora Mn ∩ (0 : a) ⊆ ∩∞i=0Mi = 0 per n abbastanza grande.
Per le ipotesi e` ovvio cheH1M/aM (n) = HM(n)+(−1)s−1λ(0 : a) per ogni n abbastanza
grande, essendo la funzione di Hilbert determinata definitivamente dai coefficienti del suo
polinomio. Ma allora, per il Lemma di Singh abbiamo che λ(0 : a) = λ(Mn+1 : a/Mn)
definitivamente. Notiamo ora che per ogni n abbiamo la successione esatta
0→ (0 : a) ∩Mn → (0 : a)→ (Mn+1 : a)/Mn → (Mn+1 : a)/(0 : a) +Mn → 0
Ma allora usando quanto trovato all’ inizio, abbiamo che
0→ (0 : a)→ (Mn+1 : a)/Mn → (Mn+1 : a)/(0 : a) +Mn → 0
e` definitivamente esatta, e quindi per quanto dedotto sopra, che (Mn+1 : a) =Mn + (0 :
a) ∀n  0. Combinando cio` di nuovo con il risultato iniziale, si ottiene subito che a e`
superficiale.
Corollario 1.40. Affinche` a sia superficiale di grado 1 e M -regolare, e` necessario e
sufficiente che en(M) = en(M/aM) per ogni n = 0, · · · s− 1.
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Questo rende la verifica di superficialita` (e regolarita`) di un elemento un compito che
puo` essere portato a termine da un programma di computer algebra.
Nota. E` auspicabile e verosimile che la proposizione 1.34 valga anche nel caso di grado
maggiore di 1. L’ unico problema nella dimostrazione sta nel fatto che bisogna mani-
polare una formula abbastanza complicata in cui compaiono due sommatorie e diversi
fattori binomiali con piu` indici, per poter dedurre poi, come nel caso di grado 1, che
(−1)s−1λ(0 : a) + HM(n − r + 1) + · · · + HM(n) = H1M/aM (n) ∀n  0: il resto della
dimostrazione e` identico quindi a quello del caso di grado 1.
1.6 Elementi superficiali su filtrazioni stabili
Le filtrazioni q-adiche sono il miglior tipo di filtrazione possibile. Dopo di esse vengono
le q-filtrazioni stabili: dal punto di visto topologico non sono distinguibili, ma dal punto
di vista algebrico esse rappresentano una classe piu` ampia, nella quale vi sono patologie e
comportamenti che non si riscontrano nel caso q-adico Se poi togliamo anche la stabilita`,
abbiamo una classe troppo ampia per permettere una buona teoria. Nell’ ambito della
teoria degli elementi superficiali cio` e` evidente dai seguenti semplici esempi:
Esempio 1. Sia A un UFD con due primi p, q diversi da 0 tali che (p, q) 6= 1 e consideria-
mo M := A/(qp2) con la filtrazione (p)-adica M. Vediamo M come una (qp)-filtrazione.
Ovviamente M non e` (qp)-stabile, e si vede facilmente che non e` nemmeno quasi sta-
bile (vedere la definizione sotto): difatti poiche` l’ azione di qp sulla filtrazione e` nulla
(dal secondo livello in poi), dire che la filtrazione e` (qp)-quasi stabile e` equivalente a
dire che la filtrazione e` definitivamente costante; ma se (pn) = (pn+1) mod (qp2), allora
pn = xpn+1 + yqp2 per qualche x, y ∈ A (e n abbastanza grande), da cui essendo A un
UFD si ottiene che (p, q) = 1. Allora si vede anche subito che M non ammette elementi
superficiali di alcun grado, poiche`, di nuovo, l’ azione di qp sulla filtrazione e` l’ azione nul-
la, mentre la filtrazione e` strettamente discendente (nonostante che ht(p) = 0). Inoltre
se A e` locale e noetheriano, per il teorema di intersezione di Krull, la filtrazione e` anche
separata. Ad esempio, si prenda un anello locale regolare di dimensione dimA > 2 e si
prendano due qualunque elementi p, q appartenenti ad una base minimale del massimale.
Allora p, q, saranno primi poiche` essendo parte di un sistema di parametri regolare di
m, passando ad A/(p) (idem per q), si ha A/(p) e` regolare, per cui e` UFD e quindi p e`
primo. Abbiamo quindi un esempio di una filtrazione forte, ma non abbastanza forte da
ammettere elementi superficiali. Vedremo che il motivo sta nel fatto che la filtrazione
non e` (qp)-quasi stabile.
Esempio 2. Un altro esempio, pero` leggermente forzato, e` il seguente: sia a ∈ A\A∗ un
elemento regolare di un anello, e sia M la filtrazione A ⊇ (a) ⊇ (a) ⊇ (a) ⊇ · · · ⊇ (a) ⊇
· · · . Allora chiaramente la filtrazione non e` (a)-stabile, ma e` (a)-quasi stabile (vedere
sotto) essendo definitivamente costante. Quindi a e` M-superficiale di grado 1 per (a),
ma allo stesso tempo (a) = aM ∩Mn+1 ) aMn = (a2) ∀n 0. Quest’ ultima proprieta`
e` spesso fondamentale nel costruire una teoria degli elementi superficiali con dei buoni
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risultati e delle buone applicazioni. Notare che avevamo visto all’ osservazione 1.34, che
tale proprieta` vale sempre se la filtrazione e` stabile.
Nel caso di filtrazioni stabili invece, possiamo costruire una forte teoria degli elementi
superficiali, che risulta essere pur sempre di grande portata. Il fulcro fondamentale di cio`,
e` il Lemma di Artin-Rees. Per poter aver tale lemma pero`, dobbiamo aggiungere l’ ipotesi
di Noetherianita` su M . Cio` nonostante, grazie al buon comportamento di ∗ nel caso piu`
generale possibile, riusciamo ad ottenere alcuni risultati indebolendo minimamente l’
ipotesi di stabilita`.
Definiamo quindi:
Definizione 1.41. M e` quasi q-stabile se Mn+1 = qMn +Mn+2 ∀n 0, o equivalente-
mente se la filtrazione standard
G = ⊕∞i=0Mi/Mi+1 ⊇ ⊕∞i=1Mi/Mi+1 ⊇ ⊕∞i=2Mi/Mi+1 ⊇ · · · ⊇ ⊕∞i=nMi/Mi+1 ⊇ · · ·
e` Q-stabile, il che, nel caso in cui M e` Noetheriano, e` anche equivalente a dire che
grM(M) e` Noetheriano.
Un esempio di filtrazione quasi stabile e` dato dalla filtrazione
M ⊇ qM +N ⊇ q2M +N ⊇ q3M +N ⊇ · · · ⊇ qnM +N ⊇ · · ·
dove N e` un qualsiasi sottomodulo di M. Notare che se N 6= 0, la filtrazione non e`
separata. Un altro esempio e` dato da tutte le q-filtrazioni definitivamente costanti.
Ovviamente tutte le filtrazioni stabili sono quasi stabili. Vi e` un caso forte in cui le
filtrazioni quasi stabili sono stabili
Teorema 1.42. Se M e` quasi stabile con M Noetheriano, e nella topologia definita da
M tutti i sottomoduli di M sono chiusi, allora M e` stabile.
Andiamo ora a dimostrare una caratterizzazione cruciale degli elementi superficiali
nel caso stabile (e parzialmente nel caso quasi stabile). Poniamo prima le notazioni.
Dati M Noetheriano, A ⊇ q, e M quasi stabile poniamo:
G := grM(M) H := H0Q(G) ≡ {α ∈ G|∃n ∈ N tale che Qnα = 0}
Q := ⊕n>1qn/qn+1 N := H0q (M) ≡ {x ∈M |∃n ∈ N tale che qnx = 0}
Prendiamo delle decomposizioni primarie irridondanti di 0 in G e M annotandole
con
{0G} = T1 ∩ · · · ∩ Tl ∩ Tl+1 ∩ · · ·Tm Ass(G/Ti) = {Bi} Bi :=
√
0 : (G/Ti) ∀i
{0M} = P1 ∩ · · · ∩ Ps ∩ Ps+1 ∩ · · ·Pt Ass(M/Pi) = {pi} pi :=
√
0 : (M/Pi) ∀i
q 6⊆ pi per i = 1, · · · , s ; q ⊆ pi per i = s+ 1, · · · , t;
Q 6⊆ Bi per i = 1, · · · , l; Q ⊆ Bi per i = l + 1, · · · ,m;
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Allora ricordiamo che si ha (poiche` per ipotesi M e M sono Noetheriani):
H = T1 ∩ · · · ∩ Tl Ass(G) = {B1, · · · ,Bm} Ass(G/H) = {B1, · · · ,Bl}
N = P1 ∩ · · · ∩ Ps Ass(M) = {p1, · · · , pt} Ass(M/N) = {p1, · · · , ps}
e inoltre i Ti e i Bi sono graduati.
Possiamo ora enunciare e dimostrare il seguente fondamentale teorema.
Teorema 1.43. Sia M Noetheriano e sia M una q-filtrazione stabile e separata. Sia
inoltre a ∈ A. Allora sono equivalenti:
1. a e` Mr-superficiale per qualche r ∈ N
2. a∗ 6∈ ∪li=1Bi
3. (H :G a∗) = H
4. (0 :G a∗)j = 0 ∀j  0
5. (N :M a) = N , e esiste r ∈ N tale che a ∈ qr e Mj+r ∩ aM = aMj ∀j  0
6. Esiste r ∈ N tale che a ∈ qr, (Mj+r :M a) = Mj + (0 :M a) e Mj ∩ (0 :M a) =
0 ∀j  0
Inoltre, affinche´ si abbia l’ equivalenza tra 1.,2.,3., e 4., e` sufficiente che M sia quasi
stabile; affinche´ 1. implichi che (N :M a) = N e` sufficiente che M sia separata. Infine,
se a ∈ qr e vale una tra 1,5,6, per r, allora valgono anche le altre due per lo stesso r.
Dimostrazione. Discutiamo prima l’ equivalenza tra i 6 punti nel caso in cui M sia
Noetheriana e separata. Abbiamo gia` visto che sotto queste condizioni, 1 ⇐⇒ 6
(vedere1.34), e che l’ equivalenza vale anche per lo stesso r. Inoltre e` chiaro dalla
definizione di elemento superficiale che 1 ⇐⇒ 4. Vediamo le altre equivalenze:
1. (2 ⇐⇒ 3): La 3 e` equivalente a dire che a∗ 6∈ Z(G/H). Ma poiche` la filtrazione e`
Noetheriana abbiamo che G e` Noetheriano e quindi Z(G/H) = ∪i|Bi∈Ass(G/H)Bi =
∪li=1Bi, da cui abbiamo subito la tesi.
2. (1 ⇐⇒ 5): Sia a un elemento Mr-superficiale. Vediamo che 1 ⇒ 5 per lo stesso
r. Abbiamo gia` visto la seconda eguaglianza (1.34), percio` ci resta da dimostrare
che (N :M a) = N . Sia x ∈ (N :M a). Allora esiste m tale che qnax = 0 ∀n > m.
Poiche` sappiamo che e` vera la seconda eguaglianza della 6, prendendo n abbastanza
grande abbiamo quindi che qnx = 0, cioe` x ∈ N .
Vediamo il viceversa, mostrando che se vale la 5 per un certo r, allora a e` Mr-
superficiale. Osserviamo innanzitutto che N ∩Mn = 0 ∀n 0. Difatti, poiche` N
e` Noetheriano, esiste m tale che qmN = 0. D’ altra parte per Artin-Rees esiste n0
tale che N∩Mn+n0 = qn(N∩Mn0) ⊆ qnN ∀n > 0. Quindi N∩Mm+n0 ⊆ qmN = 0,
come voluto.
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Per le ipotesi, da cio` deduciamo che Mn ∩ (0 :M a) ⊆Mn ∩ (N :M a) =Mn ∩N =
0 ∀n  0. Abbiamo quindi che Mn ∩ (0 :M a) = 0 e Mj+r ∩ aM = aMj ∀j  0.
Pertanto basta ripetere la dimostrazione dell’ osservazione 1.34 e otteniamo che
vale la 6 per lo stesso r, e quindi che a e` Mr-superficiale.
3. (4 ⇒ 3): Sia m∗ ∈ G tale che a∗m∗ ∈ H, e quindi Qna∗m∗ ∀n  0. Allora per
ipotesi Qnm∗ = 0 ∀n 0 e quindi m∗ ∈ H.
4. (3 ⇒ 4): Abbiamo (0G : a∗) ⊆ (H :G a∗) = H, e quindi essendo G Noetheriano
otteniamo che esiste n0 per il quale Qn0(0 :G a∗) = 0. Sempre poiche´ G e` Noethe-
riano, se (0 :G a∗) 6= 0 esistono elementi omogenei m∗1, . . . ,m∗s ∈ G \ {0} tali che
(0 :G a∗) = (m∗1, . . . ,m∗s). Sia t tale che t > νM(mi) per ogni i. Allora
(0 :G a∗)n+t =
s∑
i=1
qn+t−νM(mi)/qn+1+t−νM(mi)m∗i ⊆ Qn(0 :G a∗)
dove la seconda inclusione segue per la scelta di t. Otteniamo quindi che (0 :G
a∗)n+t = 0 ∀n > n0, e cio` conclude la tesi.
Questo conclude la dimostrazione delle 6 equivalenze, insieme all’ ultima precisazione
sulla scelta di r. Notare che nel dimostrare che 1 implica 5, abbiamo usato solo la sepa-
ratezza della filtrazione, poiche´ la seconda eguaglianza della 6 segue dalla proposizione
1.34 in presenza anche della sola separatezza stessa.
Infine, sia M quasi stabile e M Noetheriano. Allora G e` Noetheriano. Consideriamo
la filtrazione standard suG, e indichiamola con S. EssendoM quasi stabile abbiamo che S
e` Q-stabile. Ovviamente abbiamo che grS(grM(M)) = grM(M) e grQ(grq(A)) = grq(A).
Quindi se a ∈ A, possiamo applicare alla filtrazione § quanto fin qui dimostrato, e
otteniamo che 2,3,4 sono tutti equivalenti a dire che a∗ e` Sr-superficiale per qualche r,
la quale a sua volta per il corollario 1.27, e` equivalente a dire che a e` Mr-superficiale per
qualche r, e cio` conclude la dimostrazione.
Deduciamo il seguente importante fatto:
Corollario 1.44. Siano M1, . . . ,Mn moduli Noetheriani, e siano M1, . . . ,Mn filtrazioni
quasi q-stabili, rispettivamente di M1, . . . ,Mn. Allora:
1. Esiste un elemento (M1)t, . . . , (Mn)t-superficiale per un qualche grado t > 0, e non
banale su ogni Mi non definitivamente costante.
2. Se inoltre A/q e` locale con campo residuo k infinito, allora per ogni t > 0 esiste
un elemento (M1)t, . . . , (Mn)t-superficiale, e non banale su ogni Mi non definiti-
vamente costante.
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Dimostrazione. Ci basta dimostrare il caso n = 1, in quanto per il caso generale ba-
sta prendere la somma diretta delle filtrazioni (vedere l’ osservazione 1.20). Poiche`
Ass(G/H) = {B1, · · · ,Bl} e Q 6⊆ Bi per ogni i = 1, . . . , l, abbiamo che depthQ(G/H) >
0. Quindi essendo Q generato da forme di grado 1, e` noto che esiste un elemento omo-
geneo a∗ ∈ Q tale che a∗ 6∈ Z(G/H) = ∪li=1Bi proposizione 1.5.11), e pertanto per
il teorema a e` M r-superficiale per qualche r. Se la filtrazione non e` def. cost., allora
r = νq(a) > 0, mentre se la filtrazione e` def. cost. a e` banalmente superficiale di grado 1.
Se poi il campo residuo e` infinito, e` pur sempre noto che a∗ puo` essere scelto omogeneo di
qualsiasi grado positivo r > 0 ,modificando opportunamente la dimostrazione della prop.
1.5.12), ed e` quindi chiaro che con la stessa motivazione di sopra a e` Mr-superficiale.
Infine essendo il grado di a positivo, se M non e` definitivamente costante, e` ovvio che a
non e` banale (vedere subito dopo la definizione di elemento superficiale).
Il fatto che nel corollario i gradi siano positivi e` necessario, poiche` altrimenti il
risultato e` falso. Infatti, assumiamo per assurdo che 2. valga anche per t = 0. Sia
(A,m) un anello locale Noetheriano, I, q due ideali di A tali che q+I/I non e` nilpotente
e q+ I = m (ad esempio I = 0, q = m, e A di dimensione positiva). Sia M = A/I con la
filtrazione q-adica. Se esistesse un superficiale a, non banale e di grado 0, allora a ∈ m
per la non banalita`, da cui essendo a superficiale di grado 0 si avrebbe che la filtrazione
e` def. cost. e quindi q + I/I nilpotente, essendo A locale e Noetheriano.
Dal teorema seguono anche:
Corollario 1.45. Nelle stesse ipotesi del teorema 1.43, se a e` superficiale allora:
1.
(
a∗grM(M)
)
n
=
(
grM(aM)
)
n
∀n 0.
2.
(
grM(M)/a∗grM(M)
)
n
=
(
grM(M/aM)
)
n
∀n 0.
3. Ass(grM(M)/a∗grM(M)) ∩ V (Q)c = Ass((grM(M/aM)) ∩ V (Q)c.
4. Se a ∈ p, e p ∈ Ass(M), allora q ⊆ p.
5. Se q 6⊆ p ∀p minimale ∈ Ass(M), allora dimM/aM 6 dimM − 1. Se inoltre
dimM = dimMp per qualche p primo tale che a ∈ p, allora dimM/aM = dimM−
1.
6. Se depthq(M) > 0 allora a 6∈ Z(M), e quindi se a ∈ q, a e` M -regolare.
7. Inoltre, affinche´ 4., 5. e 6. valgano, e` sufficiente che M sia separata.
Dimostrazione. 1. Segue chiaramente dal punto 5 del teorema e dall’ osservazione
1.7.
2. Segue subito dal punto 1 e dalla costruzione del graduato associato (vedere la
relativa sezione).
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3. In generale, dato un modulo graduato Noetheriano M =M0⊕M1⊕· · ·⊕Mn⊕· · ·
su R = R0⊕R1⊕· · ·⊕Rn⊕· · · con ideale irrilevante R+ = R1⊕R2⊕· · ·⊕Rn⊕· · · ,
allora si ha che
Ass+(M) := Ass(M) ∩ V (R+)c = Ass+(Mn ⊕Mn+1 ⊕Mn+2 ⊕ · · · )
Difatti, se M e` un modulo Noetheriano graduato tale che Mn = 0 ∀n 0, ovvia-
mente si ha che R+ ⊆ AnnM e quindi R+ ⊆ p ∀p ∈ AssM . Percio` per ottenere l’
eguaglianza sopra, basta applicare la considerazione appena fatta alla successione
esatta
0→Mn ⊕Mn+1 ⊕ · · · →M0 ⊕M1 ⊕ · · · →M0 ⊕ · · · ⊕Mn−1 ⊕ 0⊕ · · · → 0
A questo punto la 3. segue chiaramente dalla 2.
4. Dimostriamolo direttamente nel caso separato. Sia a ∈ p con p ∈ AssM . Poiche´ la
filtrazione e` separata, dal teorema precedente abbiamo che (N : a) = N e quindi
a 6∈ Z(M/N). Ma se per assurdo q 6∈ p, si avrebbe che per costruzione di N ,
p ∈ Ass(M/N) e quindi a ∈ p ⊆ Z(M/N), assurdo.
5. Se M ha dimensione infinita la prima affermazione e` banale. Sia quindi M di
dimensione finita. Per la 4 si ha che a non appartiene a nessun primo minimale di
Ass(M) e quindi la prima affermazione e` ovvia. La seconda e` altrettanto immediata
ricordando che, nel caso locale, se a e` un elemento qualsiasi di un anello locale A
e M e` un modulo Noetheriano su A allora dimM/aM > dimM − 1, per cui dalle
ipotesi abbiamo che dimM = dimMp 6 dimMp/aMp + 1 6 dimM/aM + 1, che
ci da` la tesi.
6. Innanzitutto qM 6= M , altrimenti Mn = M ∀n > 0 e quindi per la separatezza si
avrebbe M = 0.
Ora, se per assurdo a ∈ Z(M), si avrebbe che esiste p ∈ AssM tale che a ∈ p e
quindi dalla 4, q ⊆ p ⊆ Z(M) percio` depthq(M) = 0, che e` assurdo. Affinche` a sia
M -regolare manca quindi solo che aM 6=M . Ma se aM =M con a ∈ q, otteniamo
di nuovo l’ assurdo di sopra.
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Capitolo 2
Successioni superficiali
2.1 Definizione e prime considerazioni
Definiamo ora le successioni superficiali, in analogia alla definizione di successione rego-
lare.
Definizione 2.1. Siano a1, . . . , ar ∈ A e M una q-filtrazione stabile. Allora a1, . . . , ar e`
unaM-successione superficiale (o succesione superficiale su M, abbreviato con s.s.) per q
di grado i1, . . . , ir (o piu` brevemente di grado i, o ancheM
i
-superficiale) se aj e` superficia-
le di grado ij per q suM/(a1, . . . , aj−1)M ∀j = 1, . . . , r. Se non siamo interessati al gra-
do e quale sia la filtrazione e` chiaro dal contesto, parleremo semplicemente di successione
superficiale. Diremo che il grado di a1, . . . , ar e` positivo se ij > 0 ∀j = 1, . . . , r.
Nota. Se A = ⊕∞n=0An = A0[A1] e M = ⊕∞n=0Mn sono rispettivamente un anello omo-
geneo ed un modulo graduato, a meno di avviso contrario, con successione superficiale
intenderemo una succ. sup. di elementi omogenei sulla filtrazione standard,
S : M = ⊕∞i=0Mi ⊇ ⊕∞i=1Mi ⊇ ⊕∞i=2Mi ⊇ · · · ⊇ ⊕∞i=nMi ⊇ · · ·
Chiariamo anzitutto la seguente:
Osservazione 2.2. Osserviamo che, dato I ⊆ AnnM , allora a1, . . . , ar e`Mi-superficiale
se e solo se lo e` a1, . . . , ar. In particolare, a1, . . . , ar e` M
i
-superficiale se e solo se aj ∈
A/(a1, . . . , aj−1) e` superficiale di grado ij per q/(a1, . . . , aj−1) su M/(a1, . . . , aj−1)M
per j = 1, . . . , r.
Sappiamo che se M e` definitivamente costante tutti gli elementi sono superficiali, e
quindi studiare gli elementi superficiali in questo caso non ci porta alcuna informazione.
Siamo quindi interessati alla seguente questione:
Questione 2. Se M non e` definitivamente costante, e` possibile trovare una succ. sup.
a1, . . . , ar non banale, (cioe` composta di elementi superficiali non banali, ovvero ai 6∈(
A/Ann(M/(a1, . . . , ai−1)M)
)∗ ∀i = 1, . . . , r ) tale che M/(a1, . . . , ar)M sia definitiva-
mente costante?
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Ovviamente, formulata in maniera cos`ı generale la risposta e` no, poiche` abbiamo visto
nella sezione precedente che vi sono filtrazioni non quasi stabili e non definitivamente
costanti, che non ammettono elementi superficiali. La risposta e` pero` s`ı, se ci mettiamo
nelle ipotesi del teorema 1.43 (vedere il teorema 2.7).
In particolare cio` ci legittima pienamente nel porre la prossima definizione:
Definizione 2.3. Una successione superficiale a1, . . . , ar e` massimale (abbreviato con
s.s.max ) se M/(a1, . . . , ar)M e` definitivamente costante ma M/(a1, . . . , ar−1)M non lo
e`. La successione e` banale se esiste i ∈ {1, . . . , r} tale che ai e` banale.
Nota. Notare che nel caso di una filtrazione stabile M su un anello locale, la definizio-
ne diventa: una successione superficiale a1, . . . , ar e` massimale, se M/(a1, . . . , ar)M e`
nilpotente ma M/(a1, . . . , aj−1)M non lo e`.
Nota. Dalla definizione sopra, intendiamo anche dire che 0 costituisce una successione
massimale su una filtrazione definitivamente costante. Cioe`, poniamo che 0 e` l’ unica
successione superficiale massimale suM se e solo se la filtrazione e` def. cost. (e quindi un
elemento a superficiale su M non e` massimale se e solo se M e` definitivamente costante).
Ovviamente se M non e` def. cost., allora un elemento superficiale di grado r > 0 non
e` mai banale, per cui, se troviamo una succ. sup. massimale a1, . . . , ar di grado positivo,
allora tale successione non e` banale.
Notiamo banalmente che una successione superficiale massimale a1, . . . , ar di grado
positivo, soddisfa (a1, . . . , ar)M ( M (esattamente come si richiede ad una successione
regolare).
Torniamo ora alla relazione tra elementi superficiali e il graduato associato. Ci chie-
diamo cosa succede nel caso di successioni superficiali. Avevamo visto che ∗ si comportava
bene sui superficiali. Ci chiediamo quindi se vale altrettanto nel caso di successioni di
lunghezza maggiore di 1. Dimostriamo che la risposta e` affermativa, ma abbiamo biso-
gno di porre l’ ipotesi di stabilita` sulla filtrazione ( a differenza nel caso di lunghezza 1
dove non abbiamo usato alcuna ipotesi sulla filtrazione).
Ricaviamo prima il seguente:
Lemma 2.4. Sia M Noetheriana, e sia a1, . . . , ar una successione superficiale. Allora
(a1, . . . , ar)M ∩Mn =
r∑
i=1
aiMn−νq(ai) ∀n 0
Dimostrazione. Il caso r = 1 sappiamo gia` essere vero per la proposizione 1.34. Quindi
poiche` la Noetherianita` della filtrazione si conserva fattorizzando per sottomoduli, ra-
gioniamo per induzione, e supponendo che la tesi sia vera per 1, . . . , r e mostriamo che
e` vera per r + 1. Passando a M/a1M abbiamo quindi per ipotesi induttiva che
((a2, . . . , ar+1)M + a1M) ∩ (Mn + a1M) =
r+1∑
i=2
aiMn−νq(ai) + a1M ∀n 0
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percio`
(a1, . . . , ar+1)M ∩Mn ⊆
r+1∑
i=2
aiMn−νq(ai) + a1M ∀n 0
e quindi per ipotesi induttiva abbiamo ∀n 0
(a1, . . . , ar+1)M ∩Mn ⊆
r+1∑
i=2
aiMn−νq(ai) + a1M ∩Mn ⊆
⊆
r+1∑
i=2
aiMn−νq(ai) + a1Mn−νq(a1) =
r+1∑
i=1
aiMn−νq(ai)
E quindi, dalla proposizione 1.8 otteniamo come corollario (vedere la dimostrazione
del punto 3 dl corollario 1.45, anche per la notazione):
Corollario 2.5. Nelle stesse ipotesi:
[(a∗1, . . . , a
∗
r)grM(M)]n = [grM
(
(a1, . . . , ar)M
)
]n∀n 0
Ass+
(
grM(M)/(a∗1, . . . , a
∗
r)grM(M)
)
= Ass+
(
grM(M)/grM
(
(a1, . . . , ar)M
))
Possiamo ora dimostrare la proposizione voluta.
Osservazione 2.6. Sia M Noetheriana, e siano inoltre a1, . . . , ar ∈ A. Allora a1, . . . , ar
e` una successione superficiale se e solo se lo e` a∗1, . . . , a∗r. Inoltre, dato i = 1, . . . , r, se
M/(a1, . . . , ai−1)M non e` definitivamente costante, i gradi di ai e a∗i sono unici ed uguali
a νq(ai) = νQ(a∗i ).
Dimostrazione. Il caso r = 1 sappiamo essere vero. Supponiamo quindi che la tesi sia
vera per r e dimostriamo che ne consegue che e` vera anche per r + 1.
Supponiamo che a1, . . . , ar+1 sia superficiale. Allora per il teorema 1.43 abbiamo
che a∗r+1 6∈ p, ∀p ∈ Ass+
(
grM(M)/grM
(
(a1, . . . , ar)M
))
. Ma per il corollario sopra
quindi a∗r+1 6∈ p, ∀p ∈ Ass+
(
grM(M)/(a∗1, . . . , a∗r)grM(M)
)
. Riapplicando una secon-
da volta lo stesso teorema alla filtrazione standard S su grM(M), poiche` abbiamo che
grS(grM(M)/(a∗1, . . . , a∗r)grM(M)) = grM(M)/(a∗1, . . . , a∗r)grM(M) essendo gli a∗i omoge-
nei (e` una facile verifica), otteniamo che a∗r+1 e` superficiale su S/(a∗1, . . . , a∗r)grM(M).
Unendo questo con l’ ipotesi induttiva otteniamo che a∗1, . . . , a∗r+1 e` superficiale.
Viceversa, supponiamo che a∗1, . . . , a∗r+1 sia superficiale. Di nuovo applicando il
teorema a S e con le stesse considerazioni di sopra otteniamo che
a∗r+1 6∈ p, ∀p ∈ Ass+
(
grS(grM(M)/(a∗1, . . . , a
∗
r)grM(M))
)
=
= Ass+
(
grM(M)/(a∗1, . . . , a
∗
r)grM(M)
)
= Ass+
(
grM(M)/grM
(
(a1, . . . , ar)M
))
dove l’ ultima uguaglianza e` data per ipotesi induttiva dal corollario sopra. Percio`
con una seconda applicazione del teorema a M, otteniamo che ar+1 e` superficiale su
M/(a1, . . . , ar)M , che insieme all’ ipotesi induttiva ci dice che a1, . . . , ar+1 e` superficiale.
La seconda affermazione invece e` gia` nota: vedere 1.27.
34 CAPITOLO 2. SUCCESSIONI SUPERFICIALI
2.2 Successioni superficiali massimali
Vediamo ora che successioni superficiali massimali non banali esistono, e poi studiamo
la loro lunghezza.
Teorema 2.7. Sia M Noetheriano e sia M una q-filtrazione quasi stabile. Allora esiste
una s.s. max a1, . . . , ar composta da elementi di gradi ij > 0 ∀j = 1, . . . , r. Se inoltre
A/q e` locale con campo residuo k infinito, allora gli elementi possono essere scelti di
grado arbitrario positivo.
Dimostrazione. Per il corollario al teorema 1.43, possiamo costruire induttivamente una
successione superficiale infinita a1, . . . , as, as+1, . . . , poiche` per un qualsiasi sottomodulo
N le ipotesi si conservano passando da M a M/N . Inoltre i gradi possono essere scelti
esattamente come nell’ enunciato, sempre per via di cio` che afferma il corollario. Ora,
essendo M Noetheriano abbiamo che esiste r per cui (a1, . . . , ar)M = (a1, . . . , ar+1)M e
quindi ar+1 agisce in maniera nulla suM/(a1, . . . , ar)M , percio` concludiamo che la filtra-
zione M/(a1, . . . , ar)M deve essere definitivamente costante poiche`, ar+1 e` superficiale
su di essa.
Questa dimostrazione e` di tipo esistenziale e non ci illumina tanto sulla lunghezza
della successione. Quando un elemento a e` superficiale su di una filtrazione non defini-
tivamente costante, si deve avere che l’ elemento stesso non deve appartenere ad almeno
un primo minimale p ∈ AssM . Quindi, fattorizzando per tale elemento, questo primo
viene eliminato. Piu` precisamente se p1, . . . , pn sono i primi minimali associati a M ,
ordinandoli in modo che a ∈ p1, . . . , pm, e a 6∈ pm+1, . . . , pn con m 6 n, abbiamo che i
primi minimali associati ad M/aM saranno p1, . . . , pm, piu` dei nuovi primi qm+1, . . . , qn
ognuno dei quali sta subito sopra uno dei pi con i > m + 1 (per il teorema dell’ ideale
principale). Quindi le coaltezze di tali nuovi primi sono strettamente piu` basse. Am-
messo che esista, prendiamo un superficiale a2 per la nuova filtrazione. Di nuovo, se la
filtrazione non e` def. cost., esso non dovra` appartenere ad almeno uno dei primi minimali
associati a M/aM . Fattorizzando per esso quindi, otterremo ancora che alcuni minimali
sono mantenuti ed altri sono scartati e al loro posto ne compaiono di nuovi con coaltezze
strettamente piu` piccole. Si intuisce che questo processo deve aver termine, nel senso
che dopo un certo numero di passi il modulo ottenuto deve aver dimensione nulla (e
quindi la filtrazione sara` per forza definitivamente costante), o l’ ideale q che e` associato
alla filtrazione deve essere contenuto in tutti i primi minimali, per cui la filtrazione sara`
divenuta def. cost. (assumendo che anche in questo caso esista un elemento superficiale
di grado > 0). Ad esempio se A = M e` locale con filtrazione q-adica e dimA = 1, e`
chiaro che il processo termina dopo al piu` n passi dove n e` il numero di primi minimali
che non contengono q, poiche´ ogni primo che viene eliminato non da` luogo a nessun
primo minimale nuovo (poiche´ tutto e` contenuto nel massimale e la dimensione e` uno).
Ma a parte questo esempio, nel caso generale il comportamento e` tremendamente piu`
complicato. Il problema e` che ogni primo che viene eliminato puo` dar luogo ad un nu-
mero di nuovi primi molto elevato e difficile da controllare. Quindi al passo successivo ci
si puo` ritrovare con un numero di primi talmente elevato che si puo` perdere la speranza
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che il processo termini: si eliminano alcuni primi, ne compaiono di nuovi di coaltezza
minore ma in gran quantita`. Bisogna poi ricordare che in un anello Noetheriano tra due
primi contenuti uno nell’ altro, ma non adiacenti, vi sono un numero infinito di primi.
Gia` quindi da dimensione due in su` le cose si fanno molto piu` complicate.
Possiamo pero` formalizzare questo processo nel seguente modo, il quale tra l’ altro ci
dimostra direttamente che il processo di scansamento termina, esibendo cos`ı una seconda
dimostrazione del teorema sopra. Questa formalizzazione ha pero` un limite: dobbiamo
assumere la finitezza della dimensione.
Sia M un modulo Noetheriano di dimM 6 d < ∞. Per ogni i = 0, . . . , d definiamo
il numero nM,i := #{p minimale di AssM |coht(p) = d} e associamo a M il conseguente
vettore n¯M := (nM,0, . . . , nM,d) ∈ Nd+1. Naturalmente dimM = max{i | nM,i 6= 0}.
Consideriamo Nd+1 con l’ ordinamento lessico-grafico inverso:
(m0, . . . ,md+1) < (n0, . . . , nd+1) ⇐⇒ ∃i 6 d | ni > mi e nj = mj ∀j > i+ 1
Allora e` facile vedere che tale ordinamento e` totale ed ogni catena discendente n¯1 > n¯2 >
n¯3 > · · · > n¯i > · · · e` stazionaria. Ora, se N ⊆ M , allora n¯M > n¯M/N . Dimostriamolo.
Possiamo supporre ovviamente che d = dimM . E` chiaro che nM,d > nM/N,d poiche` se
p ∈ AssN e` minimale con coht(p) = d allora p e` minimale di AssM , essendo dimM = d
e AnnM ⊆ AnnM/N . Supponiamo ora che nM,i = nM/N,i per i = d, d− 1, d− 2, . . . , i0
con i0 > 1. Dobbiamo dimostrare che nM,i0−1 > nM/N,i0−1. Sia p minimale di AssN
con coht(p) = i0 − 1. Poiche` AnnM ⊆ AnnM/N , ci basta dimostrare che p e` minimale
di AssM . Se cos`ı non fosse si avrebbe AnnM ⊆ q ( p con q primo, e quindi coht(q) >
coht(p)+1 = i0 da cui per quanto supposto, q e` minimale di AssN e quindi essendo anche
p minimale, p = q che e` assurdo. Questo conclude la dimostrazione della diseguaglianza
n¯M > n¯M/N . Inoltre con questo ragionamento abbiamo anche dimostrato che se n¯M =
n¯M/N allora i primi minimali di AssM coincidono con i primi minimali di AssM/N , e
quindi
√
AnnM =
√
AnnM/N (il viceversa e` chiaro). In particolare se N = aM per un
certo a ∈ A, allora n¯M = n¯M/aM implica che a ∈ p, ∀p ∈ AssM .
Possiamo ora quindi ridimostrare il teorema nel caso di dimensione finita.
Ad ogni M/(a1, . . . , ai)M associamo n¯i := n¯M/(a1,...,ai)M . Per quanto dimostrato
abbiamo che n¯i > n¯i+1 ∀i. Quindi essendo la catena discendente, esiste un r tale
che n¯r = n¯r+1 e percio` sempre per quanto dimostrato sopra otteniamo che ar+1 ∈√
Ann(M/(a1, . . . , ar)M), da cui la filtrazione M/(a1, . . . , ar)M e` definitivamente co-
stante.
Come esempio riotteniamo il caso discusso sopra di anello locale di dimensione 1:
infatti in tal caso il vettore per A e per ogni suo quoziente e` sempre della forma (1, n),
dove n e` il numero di primi minimali. Fattorizzando per un elemento che non appartiene
al nilradicale, e` chiaro quindi che l’ unico modo che ha il vettore di scendere e` quello
(1, n) > (1,m), n > m, e dopo che tutti i primi minimali non contenenti q sono stati
eliminati, al passo successivo il vettore resta invariato se fattorizzo per un elemento di
a ∈ q, traducendo pertanto il fatto che a e` nilpotente.
Notiamo poi che da quanto dimostrato otteniamo il seguente corollario, che e` slegato
dal resto della trattazione, ma che comunque vogliamo citare.
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Corollario 2.8. Sia A un anello di dimensione finita. Allora se ogni ideale di A possiede
un numero finito di primi minimali, vale la ascending chain condition sugli ideali radicali.
Dimostrazione. Basta applicare la dimostrazione sopra ad una sequenza di ideali radicali.
Andiamo ora a limitare la lunghezza di una successione massimale in un caso piu`
forte. Vogliamo applicare il corollario 1.45 per dedurre informazioni sulla lunghezza.
Purtroppo nella fattorizzazione modulo un elemento, una filtrazione separata non e` af-
fatto detto che resti separata, nemmeno se e` stabile. Cio` e` un ostacolo grosso all’ uso
induttivo di tale corollario, in quanto ogni volta abbiamo bisogno dell’ ipotesi di separa-
tezza. Un modo per essere sicuri che tale condizione resti invariata per fattorizzazione, e`
quello di lavorare su filtrazioni stabili su anelli locali, in quanto in tal caso una filtrazione
e` sempre separata. Oppure, la filtrazione standard di un modulo graduato se fattorizzata
per un elemento omogeneo resta sempre separata.
Formuliamo il teorema nel caso generale. Nei due casi accenati sopra si avra` poi che
le ipotesi vengono soddisfatte.
Teorema 2.9. Sia M una q-filtrazione, con M Noetheriano, e sia a1, . . . , ar una s.s. (di
grado qualsiasi), tale che M e M/(a1, . . . , ai)M siano separate per ogni i = 1, . . . , r − 1.
Poniamo h := ht(q¯) dove q¯ = q +AnnM/AnnM . Allora si ha:
1. Se i 6 h e q + (a1, . . . , ai) 6= (1¯) allora ht
(
q + (a1, . . . , ai)/(a1, . . . , ai)
)
= h− i.
Se i 6 r − 1 e M/(a1, . . . , ai)M 6= 0 allora q + (a1, . . . , ai) 6= (1¯).
2. Se i 6 h allora dimM/(a1, . . . , ai)M 6 dimM − i. Se inoltre dimM = dimMp
per qualche p primo tale che (a1, . . . , ar) ⊆ p, allora vale l’ uguaglianza, e quindi
se A e` locale e dimM > i, a1, . . . , ai e` parte di un sistema di parametri per M e
A/AnnM e µ((a1, . . . , ar)) > i.
3. Supponiamo che M sia quasi stabile. Allora se r > dimM/(a1, . . . , ah)M + h+ 1,
M/(a1, . . . , ar)M e` definitivamente costante. Quindi, se la successione e` massima-
le, r 6 dimM/(a1, . . . , ah)M + h+ 1.
4. Se al punto 3 aggiungiamo che q¯ ⊆ Rad(A¯), allora, se r > dimM/(a1, . . . , ah)M+
h, M/(a1, . . . , ar)M e` definitivamente costante.
5. Se M e` graduato su A omogeneo con filtrazione standard S, e se gli ai sono tutti
omogenei, allora se r > dimM/(a1, . . . , ah)M + h abbiamo che S/(a1, . . . , ar)M e`
nilpotente.
6. Se a1, . . . , ar e` massimale, M/(a1, . . . , ar)M e` stabile (ad esempio se e` nilpotente)
e ai ∈ q per ogni i, allora h 6 r.
Dimostrazione.
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1. Facciamo una considerazione generale: se I e` un ideale di un anello Noetheriano
A allora dato x ∈ A tale che I + (x) 6= A, per il teorema dell ’ ideale principale
di Krull si deve avere che ht(I + (x)/(x)) > ht(I)− 1: difatti se p e` un primo che
contiene x e tale che ht(p/(x)) = k, allora ht(p) 6 k+1. Quindi abbiamo anche che
se x non sta in nessun primo minimale di A allora vale ht(I+(x)/(x)) = ht(I)−1.
Una seconda considerazione generale da fare e` che se M e` un modulo finita-
mente generato e I e` un ideale di A allora grazie a Caley-Hamilton si ha che√
AnnA(M/IM) =
√
I +AnnAM (non serve che A sia Noetheriano).
Tenendo in mente queste due cose la prima affermazione della 1 segue ora facilmente
iterando il punto 4 del corollario 1.45 (che ci dice che se q non e` contenuto in
nessun primo minimale di AssM , allora non lo e` nemmeno a) , e ricordandoci che
per ipotesi ad ogni passo successivo la filtrazione resta separata (che e` cio` che serve
per tale corollario). La seconda affermazione e` ovvia per l’ ipotesi di separatezza.
2. Vediamo la diseguaglianza per induzione su i. Se i=0 non vi e` nulla da dimo-
strare. Supponiamo quindi che sia vera per i e dimostriamo che e` vera per
i + 1 6 h. Se q + (a1, . . . , ai) = (1¯), allora per quanto affermato nella 1 ab-
biamo che M/(a1, . . . , ai)M = 0 e quindi dimM/(a1, . . . , ai+1)M = −∞, per
cui la diseguaglianza e` ovviamente vera. Se invece q + (a1, . . . , ai) 6= (1¯), al-
lora per il punto 1, ht
(
q + (a1, . . . , ai)/(a1, . . . , ai)
)
= h − i > 0 e quindi, per
le considerazioni al punto 1 sull’ annullatore di un modulo, si deve avere che q
non e` contenuto in alcun primo minimale di M/(a1, . . . , ai)M . Pertanto, essendo
ai+1 superficiale su M/(a1, . . . , ai)M , possiamo applicare il punto 5 del corolla-
rio 1.45, e otteniamo insieme all’ ipotesi induttiva che dimM/(a1, . . . , ai+1)M 6
dimM/(a1, . . . , ai)M − 1 6 dimM − i− 1 = dimM − (i+ 1).
Per la seconda affermazione invece, vale lo stesso discorso fatto sempre al pun-
to 5 dello stesso corollario (ovvero basta localizzare). L’ ultima affermazione ri-
guardo ai sistemi di parametri e` un risultato generale e noto .La disegugalian-
za si ha perche´ se (a1, . . . , ar) = (b1, . . . , bi−1) allora dimM/(a1, . . . , ar)M =
dimM/(b1, . . . , bi−1)M > dimM − (i − 1) per la teoria della dimensione, men-
tre d’ altra parte dimM/(a1, . . . , ar)M 6 dimM/(a1, . . . , ai)M = dimM − i, il
che porterebbe ad un assurdo.
3. Supponiamo r > dimM/(a1, . . . , ah)M + h + 1. In particolare abbiamo r > h.
Se q + (a1, . . . , ah) = (1¯) allora ovviamente M/(a1, . . . , ah)M e` definitivamente
costante e quindi lo sara` anche M/(a1, . . . , ar)M . Se invece q+ (a1, . . . , ah) 6= (1¯),
allora per il punto 1 (e quanto considerato allo stesso punto)
ht
(
q +AnnAM/(a1, . . . , ah)M/AnnAM/(a1, . . . , ah)M
)
=
= ht
(
q + (a1, . . . , ai)/(a1, . . . , ah)
)
= h− h = 0
Quindi possiamo ricondurci al caso h = 0.
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Dobbiamo percio` dimostrare che se r > dimM + 1 allora M/(a1, . . . , ar)M e`
definitivamente costante.Poniamo m = dimM + 1 e per ogni i = 0, . . . ,m sia
Q−i := {p primo minimale di AssM/(a1, . . . , ai)M |p 6⊇ q}
Vogliamo dimostrare che esiste i tale che Q−i = ∅.
Supponiamo per assurdo che cos`ı non sia. Quindi, ad ogni Q−i associamo il numero
ci := max{coht(p)|p ∈ Q−i }. Dimostriamo che ci+1 < ci ∀i ottenendo cos`ı un
assurdo, poiche` avremmo m− 1 = dimM > c0 > c1 > · · · > cm > 0. Sia p ∈ Q−i+1.
Allora p deve contenere l’ annullatore di M/(a1, . . . , ai)M e quindi contiene un
primo p′ minimale di AssM/(a1, . . . , ai)M che pertanto non deve contenere q.
Percio` p′ ∈ Q−i . Allora poiche` p′ 6⊇ q si deve avere per il punto 4 del corollario
1.45 che ai+1 6∈ p′ (notare che e` qui che usiamo le ipotesi del teorema relative alla
separatezza). Ma allora p ) p′, poiche` ai+1 ∈ p per la scelta di p. Quindi coht(p) <
coht(p′) 6 ci. Questo per ogni p ∈ Q−i+1 percio` concludiamo che ci+1 < ci.
Allora esiste i tale che Q−i = ∅ cioe` q ⊆
√
Ann(M/(a1, . . . , ai)M). Da cio` dedu-
ciamo cheM/(a1, . . . , ai)M e` definitivamente costante, poiche` per il corollario 1.44
sappiamo esistere un elemento superficiale su di essa di grado positivo, e d’ altra
parte per il corollario 1.18 se la filtrazione non fosse definitivamente costante tale
elemento non apparterebbe a
√
Ann(M/(a1, . . . , ai)M), il che va in assurdo con
quanto trovato.
La seconda affermazione ovviamente e` conseguenza della prima.
4. Ripercorriamo la dimostrazione sopra. Se esiste i < m tale che Q−i = ∅ allora ci
siamo. Altrimenti, per assurdo, per quanto dimostrato si deve avere che cm−1 = 0
cioe` tutti i primi di Q−m−1 devono avere coaltezza 0 e quindi sono massimali. Allora
per le ipotesi devono contenere q, il che e` assurdo.
5. Esattamente come al punto 4, ragioniamo per assurdo e otteniamo che tutti i primi
di Q−m−1 devono avere coaltezza 0 e quindi sono massimali. Trovandoci pero` nel
caso graduato (anche per le ipotesi fatte sugli ai, tutti tali primi devono essere
graduati, e quindi essendo anche massimali devono contenere q il che e` assurdo.
Nel caso della filtrazione standard poi essere nilpotente e` equivalente ad essere
definitivamente costante.
6. Siamo nelle ipotesi dell’ osservazione 1.3, per cui otteniamo due possibilita`. O
ht(q+AnnM/(a1, . . . , ar)M/AnnM/(a1, . . . , ar)M) = 0 oppure abbiamo cheMn+
(a1, . . . , ar)M = M + (a1, . . . , ar)M ∀n > 0. Nel secondo caso, poiche´ ai ∈ q per
ogni i, otteniamo che M ⊆M1 e quindi M =M1, poi M ⊂M2 + (a1, . . . , ar)M =
M2 e quindi M =M2 e cos`ı via, percio` M =Mn per ogni n, e quindi per l’ ipotesi
di separatezza si avrebbe M = 0 il che e` assurdo. La prima ipotesi ci dice invece
che ht(q/(a1, . . . , ai)) = 0 da cui per il teorema dell’ ideale prinicipale di Krull
deduciamo che h = ht(q) 6 r.
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Le ipotesi del teorema richiedono quindi una condizione abbastanza forte. Le ipotesi
sono ovviamente soddisfatte se la filtrazione e` fortemente separata. Facciamo la seguente
osservazione. Supponiamo di avere un anello Noetheriano con filtrazione q-adica, e q ⊆
rad(A) (dove con rad(A) indichiamo il radicale di Jacobson di A). Avendo
(
H0q (A)
)
m
=
H0qm(Am) ∀m ∈ V (q), e sapendo che la localizzazione conserva la superficialita` e che
se A e` Noetheriano locale vale (H0q (A) : a) = H
0
q , se a e` q-superficiale abbiamo che
(H0q (A) : a)m = (H
0
q )m ∀m ∈ V (q), e quindi da V (q) ⊇ MaxSpecA ne deduciamo che
vale (H0q (A) : a) = H
0
q , che e` proprio tutto cio` che ci serviva nella dimostrazione del
precedente teorema (nel teorema deducevamo tale ipotesi dall’ ipotesi di separatezza,
tramite il risultato del teorema 1.43), per cui ne deduciamo il teorema stesso anche in
questo caso. Cio` non avviene per caso: la nostra filtrazione era in realta` fortemente
separata. Si ha infatti il seguente noto risultato
Osservazione 2.10. Se M e` la filtrazione q-adica di un anello A Noetheriano, allora
M e` fortemente separata se e soltanto se q ⊆ rad(A).
Cio` nonostante, possiamo indebolire le ipotesi del teorema nel caso stabile, e ottenere
anche qualche informazione in piu`. L’ aiuto ci viene dal buon comportamento della
mappa ∗ sui superficiali.
Osservazione 2.11. Sia M una q-filtrazione Noetheriana, e sia a1, . . . , ar una succes-
sione superficiale su M. Allora M/(a1, . . . , ar)M e` definitivamente costante se e solo
se lo e` S/(a∗1, . . . , a∗r)grM(M), e quindi anche, a1, . . . , ar e` massimale se e solo se lo e`
a∗1, . . . , a∗r.
Dimostrazione. Essendo la filtrazione Noetheriana, sappiamo che
[grM(M)/(a∗1, . . . , a
∗
r)grM(M)]n = [grM
(
M/(a1, . . . , ar)M
)
]n∀n 0
e quindi da questa formula e` immediato che se S/(a∗1, . . . , a∗r)grM(M) e` definitivamente
costante, cioe` nilpotente, M/(a1, . . . , ar)M sara` definitivamente costante, e viceversa.
La seconda affermazione quindi segue.
Corollario 2.12. Sia M una q-filtrazione Noetheriana, e sia a1, . . . , ar una successione
superficiale. Poniamo h := ht(Q+Ann(grM(M))/Ann(grM(M))). Allora si ha:
1. Se r > dim grM(M), allora M/(a1, . . . , ar)M e` definitivamente costante.
2. Se la successione e` massimale, allora h 6 r 6 dim grM(M).
Dimostrazione. Sappiamo che a∗1, . . . , a∗r e` una successione superficiale per l’ osservazione
2.6. Applicando quindi i risultati del teorema precedente insieme all’ osservazione sopra,
otteniamo subito la 1 e la 2.
Possiamo dedurre qualcosa di piu` da questa informazione. Infatti vale il seguente
risultato
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Teorema 2.13. Se M e` una filtrazione Noetheriana, allora dim grM(M) 6 dimM .
Quindi, deduciamo che:
Corollario 2.14. Sia M una q-filtrazione Noetheriana, e sia a1, . . . , ar una successione
superficiale massimale. Allora r 6 dim grM(M). Quindi, se esiste una successione
superficiale massimale di lunghezza r = dimM , abbiamo che dimM = dim grM(M).
Mostriamo ora un semplice esempio che ci dice che la lunghezza di una successio-
ne superficiale massimale non e` sempre univocamente determinata. Inoltre, in questo
esempio diamo anche un’ applicazione dei risultati ottenuti.
Esempio 3. Sia A un UFD con due primi p, q entrambi diversi da zero, tali che (q, p) 6=
(1) (vedere l’ esempio 1) , e consideriamo la filtrazione p-adica di A. Allora sia p che qp, p
costituiscono due successioni superficiali massimali sulla filtrazione. Che p lo sia e` ovvio.
Che qp sia superficiale non massimale e` altrettanto ovvio, per via della fattorizzazione
unica; infine abbiamo che ((pn) : p) ∩ (p) = (pn−1) ∀n > 2, poiche` se xp · p = ypn + zqp
con n > 2, si ha che xp = ypn−1+z′qp dove z′p = z, e quindi la tesi. Quindi abbiamo due
s.s. max di lunghezze diverse. Notare che pero` la seconda non costituisce un sistema
minimale di generatori per l’ ideale che essa genera. Affronteremo di nuovo questo
discorso piu` avanti.
Studiamo ulteriormente questo esempio, per poter porre ad una verifica i risultati
che abbiamo trovato. Usando i risultati fin qui ottenuti, abbiamo che:
1. Se A e` un UFD Noetheriano di dimensione 2, avente due primi p, q tali che (p, q) 6=
(1), allora dim gr(p)(A) = 2 (ad esempio se A e` un regolare locale di dimensione
due, possiamo trovare due primi come nelle ipotesi sopra: vedere l ’ esempio 1).
Verifichiamo che cio` sia corretto.
Abbiamo una morfismo suriettivo
A/(p)[X]→ A/(p)⊕ (p)/(p2)⊕ · · · ⊕ (pn)/(pn+1)⊕ · · · → 0
Essendo p regolare ( poiche` A e` un dominio), abbiamo ovviamente che il morfismo e`
un isomorfismo, per cui dim grp(A) = dimA/(p)[X] = dimA/(p) + 1 = 2. Difatti,
essendo (q, p) 6= (1), abbiamo che (p) e` un primo non massimale e quindi, 1 >
dimA/(p) > 0.
2. Se A e` un UFD Noetheriano di dimensione 1, allora per due qualunque primi
diversi da zero si deve avere che I ≡ (p, q) = (1). Ovviamente cio` e` un fatto
banalmente e sempre vero (cioe` anche nel caso non Noetheriano), poiche` se (p, q) 6=
(1) esisterebbe un massimale m che contiene (p, q) e quindi deve essere per la
dimensione uguale a 1, (p) = m = (q) che e` assurdo.
Concludiamo la sezione enunciando il corollario 1.44 anche per successioni super-
ficiali: la dimostrazione e` ovviamente immediata, usando l’ induzione sulle somme
dirette:
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Osservazione 2.15. Siano M1, . . . ,Mn filtrazioni quasi q-stabili, rispettivamente di
moduli Noetheriani M1, . . . ,Mn. Allora per ogni r ∈ N si ha:
1. Esiste una successione superficiale a1, . . . , ar suM1, . . . ,Mn di un certo grado i > 0
uguale per tutte le filtrazioni.
2. Se inoltre A/q e` locale con campo residuo k infinito, allora per ogni i > 0 esiste una
successione superficiale a1, . . . , ar su M1, . . . ,Mn e di grado i per ogni filtrazione.
2.3 Sottosuccessioni superficiali
Nella sezione precedente abbiamo costruito una successione superficiale massimale usan-
do ripetutamente il corollario 1.44. Avevamo anche visto con un controesempio, che
la lunghezza di una successione massimale non e` sempre univocamente determinata, al
contrario di quanto accade per le successioni regolari. Innanzitutto, per quanto riguarda
l’ esistenza, in realta` possiamo ottenere di piu`:
Osservazione 2.16. Sia M Noetheriano e sia M una q-filtrazione quasi stabile. Allora
esiste una s.s. max a1, . . . , ar composta da elementi di gradi ij > 0 ∀j = 1, . . . , r, tale che
ogni sottosuccesione ordinata ai1 , . . . , ain con 1 6 i1 < · · · < in 6 r sia una successione
superficiale su M con gli stessi gradi ij. Se inoltre A/q e` locale con campo residuo k
infinito, allora tali elementi possono essere scelti di grado arbitrario positivo (> 0).
Dimostrazione. Per induzione: si costruisce tramite il corollario di esistenza 1.44 una
successione superficiale a1, . . . , ai, prendendo ad ogni passo successivo i un elemento
superficiale contemporaneamente (tramite la somma diretta come gia` spiegato in prece-
denza) su M/(ai1 , . . . , ain)M per tutti i sottoinsiemi ordinati {i1, . . . , in} ⊆ {1, . . . , r}.
Le affermazioni sui gradi seguono poi da cio` che afferma il corollario. Che poi il processo
ha termine e per un certo i0 si ottiene una succ. sup. max, e` semplicemente cio` che dice
la dimostrazione del teorema 2.7.
Corollario 2.17. Possiamo costruire una tale successione a1, . . . , ar, con la proprieta`
che ogni sottosuccessione ordinata strettamente piu` piccola non sia massimale.
Dimostrazione. Ovvio, una volta costruita una s.s. max come quella sopra, ci si restringe
fin quando quella che si ottiene non ammetta piu` sottosuccessioni massimali (il punto e`
che una s.s. max e` finita percio` il processo ha termine). Il fatto che resti superficiale e`
semplicemente dovuto alla proprieta` della successione di partenza.
Abbiamo quindi un tipo di successione superficiale che merita un nome:
Definizione 2.18. Una successione superficiale massimale come quella del corollario
2.17, si dice una successione superficiale massimale irriducibile (o piu` semplicemente
succ. sup. irriducibile).
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Chiaramente, nel caso in cui A sia locale, se a1, . . . , ar e` irriducibile, il numero minimo
di generatori di I ≡ (a1, . . . , ar) e` eguale a r (indicheremo nel seguito tale numero con
µ(I)).
E` noto che l’ osservazione 2.16 e` altrettanto vera per le successioni regolari. Fonda-
mentalmente il motivo della verita` delle due affermazioni per succ. reg. e succ. sup., e`
che tali successioni sono definite da uno scansamento di un numero finito di primi, e per-
cio` nel processo (finito) di costruzione di una tale successione e` possibile scansare anche
i nuovi primi che si aggiungono passando a M/aM , e cos`ı via. Visto tramite le somme
dirette, questo processo e` chiaro, poiche` Ass(M1 ⊕ · · · ⊕Mr) = AssM1 ∪ · · · ∪AssMr.
Vogliamo ora studiare un altro parallelo tra le successioni regolari e quelle superficiali.
E` noto che se a1, . . . , ar e` una successione regolare su un modulo Noetheriano, allora
anche ai11 , . . . , a
ir
r e` una successione regolare, dove ij ∈ N∗, e vale anche il viceversa.
Vediamo di dimostrare in un caso particolare che vale la stesso per elementi super-
ficiali. Anche qui il motivo del risultato sta nel fatto che lo scansamento di primi si
comporta bene con le potenze.
Teorema 2.19. Sia M una q-filtrazione Noetheriana. Siano a1, a2 ∈ A e n1, n2 ∈ N∗.
Supponiamo che ai ∈ qsi per ogni i. Allora a1, a2 e` una successione superficiale su M di
grado s1, s2, se e soltanto se an11 , a
n2
2 e` superficiale su M di grado s1n1, s2n2. Inoltre se
a e` superficiale abbiamo per ogni n ∈ N∗
Ass+grM(M/aM) = Ass+grM(M/anM)
Se poi a1 e` superficiale su M/a2M allora vale anche
Ass+grM(M/(a1, a2)M) = Ass+grM(M/(an11 , a
n2
2 )M)
e quindi, mantenendo questa ipotesi, dato a3 ∈ qs3 e n3 ∈ N∗ si ha che a1, a2, a3 e` una
successione superficiale suM di grado s1, s2, s3, se e soltanto se an11 , a
n2
2 , a
n3
3 e` superficiale
su M di grado s1n1, s2n2, s3n3.
Dimostrazione. Innanzitutto sappiamo dal primo capitolo che dato n > 0 e a ∈ qr allora
a e` Mr-superficiale se e solo se an e` Mnr-superficiale. Sia ora a un elemento superficiale
su M e n ∈ N. Quindi anche an e` superficiale. Per il corollario 2.5 sappiamo quindi che
Ass+G/a
∗G = Ass+grM(M/aM) e Ass+G/(an)∗G = Ass+grM(M/anM), dove con G
indichiamo grM(M).
Supponiamo ora che la filtrazione non sia definitivamente costante. Allora (a∗)n =
(an)∗ 6= 0. Citiamo il seguente noto fatto: se M e` un modulo Noetheriano e a 6∈ Z(M),
allora Ass(M/aM) = Ass(M/anM) per ogni n > 0 (vedere anche piu` avanti alla sezione
sul teorema di Valabrega-Valla). Ora, abbiamo che esiste i0 tale che a∗ non e` divisore
di zero su ⊕∞i=i0Mi e quindi per quanto detto, e per le osservazioni fatte al punto 3 del
corollario 1.45 abbiamo che
Ass+grM(M/aM) = Ass+G/a∗G =
= Ass+(⊕∞i=i0Mi/a∗Mi−νq(a)) = Ass+(⊕∞i=i0Mi/(a∗)nMi−nνq(a)) =
= Ass+G/(a∗)nG = Ass+G/(an)∗G = Ass+grM(M/anM)
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Di conseguenza dato b ∈ A, nel caso non definitivamente costante, a, b e` superficiale se
e solo se an, bm e` superficiale. D’ altra parte questa stessa proposizione e` banalmente
vera anche nel caso in cui M e` def. cost., come allo stesso modo e` banalmente vera l’
uguaglianza sopra tra gli associati, poiche` si riduce ad un’ uguaglianza tra insiemi vuoti.
Passiamo alla seconda questione. Supponiamo ora che a1, a2 sia superficiale e che a1
lo sia su M/a2M . Per i motivi detti sopra possiamo anche supporre che la filtrazione
non sia definitivamente costante, altrimenti e` tutto banalmente vero.
Sia G := grM(M/a2M). Abbiamo per ogni n ∈ N∗ la successione esatta
0→ (a∗1)nG/(a∗1)n+1G→ G/(a∗1)n+1G→ G/(a∗1)nG→ 0
Inoltre abbiamo un morfismo graduato di grado νq(a1)
(a∗1)
n−1G/(a∗1)
nG
a∗1·→ (a∗1)nG/(a∗1)n+1G
Poiche` per ipotesi a∗1 6∈ Z(Gn⊕Gn+1⊕· · · ) ∀n 0, abbiamo che tale morfismo e` un iso-
morfismo da un certo grado abbastanza grande in poi, per cui Ass+((a∗1)n−1G/(a∗1)nG) =
Ass+((a∗1)nG/(a∗1)n+1G) per ogni n > 1. Mettendo questo insieme con la successione e
iterando, si ottiene che Ass+(G/(a∗1)nG) = Ass+(G/a∗1G) per ogni n > 1. Ma poiche` a1
e` superficiale su M/a2M dobbiamo avere che
(G/(a∗1)
nG)i = (grM((M/a2M)/an1 (M/a2M)))i = (grM(M/(a
n
1 , a2)M))i ∀i 0
e quindi Ass+grM(M/(a1, a2)M) = Ass+grM(M/(an1 , a2)M). Riapplicando poi il primo
caso otteniamo
Ass+grM(M/(a1, a2)M) = Ass+grM(M/(an1 , a2)M) = Ass+grM(M/(a
n
1 , a
n2
2 )M)
che da` l’ uguaglianza cercata tra gli associati. Da questa poi, insieme al primo risultato
sulle successioni di lunghezza 2, otteniamo subito l’ ultima affermazione.
Nota. E` plausibile che il teorema si generalizzi a successioni di lunghezza qualsiasi aggiu-
stando l’ ipotesi di superficialita` “mista”, e usando esattamente lo stesso ragionamento
sopra insieme all’ induzione per ricondursi a successioni piu` corte. Il teorema ad esempio
si generalizza senza problemi nel caso in cui ogni sottosuccessione di a1, . . . , ar, anche
con ordine diverso, resta una successione superficiale: basta usare l’ induzione su r,
e sostituire nella dimostrazione G = grM(M/a2M) con G = grM(M/(a2, . . . , ar)M);
mantenendo la stesso morfismo moltiplicativo su G si ottiene che
Ass+grM(M/(a1, . . . , ar)M) = Ass+grM(M/(an11 , a2, . . . , ar)M) =
= Ass+grM(M/(an11 , . . . , a
nr
r )M)
dove l’ ultima uguaglianza e` data dall’ ipotesi induttiva, poiche´ dalle ipotesi deduciamo
insieme di nuovo all’ ipotesi induttiva che ogni sottosuccessione di a2, . . . , ar e` superfi-
ciale su M/an11 M . Sempre per induzione deduciamo che a
n1
1 , . . . , a
nr
r e` una successione
superficiale (e di conseguenza anche tutte le sue sottosuccessioni).
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Un ’ altra questione naturale e` la seguente: quand’ e` che una permutazione di una
successione superficiale resta superficiale? Sappiamo che, nel caso Noetheriano locale, le
permutazioni di successioni regolari restano regolari. Piu` in generale questo e` vero anche
nel caso Noetheriano ∗-locale , nel senso che, una successione M -regolare di elementi
omogenei di un anello graduato con un unico omogeneo massimale, e con M graduato,
resta regolare sotto permutazioni. Fuori dal caso non ∗-locale pero`, questo non e` piu`
vero. Per gli elementi regolari vale comunque sempre il seguente fatto: se a1, a2 e` una
M - successione regolare allora a1 e` regolare suM/a2M . Grazie a questo, per gli elementi
superficiali riusciamo a dimostrare il seguente:
Teorema 2.20. Sia M una filtrazione Noetheriana e sia a1, a2 una successione superfi-
ciale su M. Se [grM(a2M)]n = [a∗2grM(M)]n ∀n 0 allora a1 e` superficiale su M/a2M
e quindi a2, a1 e` una successione superficiale su M.
Dimostrazione. Sia G = grM(M). Abbiamo per ipotesi che possiamo trovare n0 tale che
a∗2 6∈ Z(⊕∞n=n0Gn/a∗1Gn−νq(a1)) , a∗1 6∈ Z(⊕∞n=n0Gn)
. Sia inoltre G′ := ⊕∞n=no+νq(a2)Gn/a∗2Gn−νq(a2). Prendiamo x ∈ G′n = Gn/a∗2Gn−νq(a2)
e supponiamo a∗1x = 0. Questo significa che a∗1x = a∗2m, dove
m ∈ Gn+νq(a1)−νq(a2)
Poiche´ n > n0 + νq(a2) abbiamo per l’ ipotesi su a∗2 che esiste m′ ∈ Gn−νq(a2) tale che
m = a∗1m′. Allora a∗1x = a∗2a∗1m′, e quindi, per l’ ipotesi su a1 e poiche´ a∗2m′ ∈ Gn,
abbiamo che x = a∗2m′, cioe` x = 0. Quindi a∗1 6∈ Z(G′). Ma per ipotesi abbiamo che
G′n = [grM(M/a2M)]n ∀n 0 e quindi a1 e` superficiale su M/a2M .
L’ ipotesi del teorema e` ovviamente soddisfatta se a2 e` superficiale su M per cui
ovviamente abbiamo il seguente corollario
Corollario 2.21. Sia M una filtrazione Noetheriana e sia a1, . . . , ar una successione
superficiale su M, tale che ogni sottosuccessione ordinata ai1 , . . . , ain con 1 6 i1 <
· · · < in 6 r, resti superficiale. Allora anche ogni sottosuccessione ai1 , . . . , ain con
ij ∈ {1, . . . , r} , ij 6= ih per j 6= h, sara` superficiale.
Dimostrazione. Basta verificare che per una qualsiasi trasposizione (i i+1) la successione
a1, . . . , ai+1, ai, . . . , ar resti superficiale insieme a tutte le sue sottosuccessioni ordinate. E`
ovvio che la successione resta superficiale per il teorema appena dimostrato. Altrettanto
immediato e` che le sue sottosuccessioni ordinate sono superficiali, poiche` se non includono
ai+1, ai, lo erano gia` da prima, mentre se includono ai+1, ai sono superficiali poiche` lo
erano con i due elementi invertiti per cui si puo` applicare di nuovo il teorema.
Otteniamo quindi che, nel caso stabile, le successioni irriducibili sono irriducibili in
un senso ancora piu` forte:
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Corollario 2.22. Sia M una filtrazione Noetheriana e sia a1, . . . , ar una successione
superficiale irriducibile su M. Allora,
• Se n < r, ogni sottosuccessione ai1 , . . . , ain con ij 6= ih per j 6= h, e` una successione
superficiale su M non massimale.
• Se n = r ,ogni riordinamento ai1 , . . . , ain con ij 6= ih per j 6= h, e` una successione
superficiale massimale irriducibile su M.
Nel caso locale e Noetheriano, la proprieta` sopra vale automaticamente per tutte le
successioni regolari massimali. Piu` avanti mostreremo che per quanto riguarda invece
le successioni superficiali, esistono s.s. massimali su filtrazioni m-adiche di anelli locali
Noetheriani, che non sono irriducibili.
2.4 Il teorema di Valabrega-Valla
Ci riallacciamo ora alla sezione sulle basi standard del capitolo 1, e dimostriamo il
teorema di Valabrega-Valla per filtrazioni di moduli. Le fondamenta per la dimostrazione
in realta` sono gia` state costruite. Cio` che ci manca e` il seguente risultato cruciale sulle
basi standard (vedere la questione 1):
Teorema 2.23. Sia M una q-filtrazione e sia I = (a1, . . . , ar) un ideale di A, con ai ∈
qni , ni ∈ N ∀i = 1, . . . , r, r > 2. Supponiamo che IM ∩Mn =
∑r
i=1 aiMn−ni ∀n > 0.
Supponiamo inoltre che ar 6∈ Z(M/JM) dove J = (a1, . . . , ar−1). Allora, se M e`
Noetheriano su A locale con ar 6∈ A∗, oppure se nr > 1, si ha che
JM ∩Mn =
r−1∑
i=1
aiMn−ni ∀n > 0
Inoltre, se M/JM e` separata e M/JM 6= 0, allora nr = νq(ar).
Dimostrazione. Supponiamo prima che nr > 1. Dimostriamo per induzione su n che
JM ∩ Mn =
∑r−1
i=1 aiMn−ni ∀n > 0. Per n = 0 e` ovvio. Vediamo che la verita` di
0, 1, . . . , n implica la verita` di n+ 1. Abbiamo per le ipotesi che
JM ∩Mn ⊆
r−1∑
i=1
aiMn−ni + arMn−nr ∩ JM =
r−1∑
i=1
aiMn−ni + ar(Mn−nr ∩ JM)
dove l’ eguaglianza e` data dal fatto che ar 6∈ Z(M/JM). Ma allora per ipotesi induttiva
(poiche´ n− nr < n)
JM ∩Mn ⊆
r−1∑
i=1
aiMn−ni + ar
r−1∑
i=1
aiMn−nr−ni =
r−1∑
i=1
aiMn−ni
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Supponiamo ora di trovarci nell’ altro caso e che nr = 0. Sia n ∈ N. Dimostriamo che
per ogni j ∈ N∗ si ha che
JM ∩Mn ⊆
r−1∑
i=1
aiMn−ni + a
j
rMn
Il caso j = 1 e` dato dalle ipotesi. Vediamo quindi che j ⇒ j + 1. Supponendo che l’
inclusione sia vera per j abbiamo allora che per l’ ipotesi su ar,
JM ∩Mn ⊆
r−1∑
i=1
aiMn−ni + a
j
rMn ∩ JM =
r−1∑
i=1
aiMn−ni + a
j
r(Mn ∩ JM) ⊆
⊆
r−1∑
i=1
aiMn−ni + a
j
r(
r−1∑
i=1
aiMn−ni + a
j
rMn) =
r−1∑
i=1
aiMn−ni + a
2j
r Mn
che e` cio` che cercavamo. Ora, poniamo T :=
∑r−1
i=1 aiMn−ni . Abbiamo quindi che
JM ∩ Mn + T/T ⊆ ∩∞j=0ajr(Mn + T/T ) = 0, poiche` A e` locale, M e` Noetheriano e
ar 6∈ A∗. Cio` conclude la prima parte del teorema.
Per quanto riguarda la seconda affermazione invece, se per assurdo nr < νq(ar),
allora abbiamo che per ogni n ∈ N, arMn−nr−1 ⊆ IM ∩Mn =
∑r
i=1 aiMn−ni e quindi∑r
i=1 aiMn−ni =
∑r−1
i=1 aiMn−ni + arMn−nr−1 , da cui abbiamo ar(Mn−nr + JM/JM) =
ar(Mn−nr−1+JM/JM), e quindi per l’ ipotesi su ar, deve essere (Mn−nr +JM/JM) =
(Mn−nr−1+JM/JM) per ogni n. Quindi per la separatezza deve essere cheM/JM = 0
il che va contro le ipotesi.
La dimostrazione della seconda affermazione e` una naturale generalizzazione di quella
gia` vista per il caso di un singolo elemento perfettamente superficiale alla proposizione
1.21.
Naturalmente nel caso Noetheriano, grazie al lemma di Artin-Rees, il teorema si
applica alle basi standard:
Corollario 2.24. Sia M una q-filtrazione Noetheriana, e sia I = (a1, . . . , ar) un idea-
le di A tale che (a∗1, . . . , a∗r)grM(M) = (IM)∗ ≡ grM((a1, . . . , ar)M), e tale che ar 6∈
Z(M/(a1, . . . , ar)M). Allora, se A e` locale, oppure se ar ∈ q, si ha che
(a∗1, . . . , a
∗
r−1)grM(M) = ((a1, . . . , ar)M)
∗ ≡ grM((a1, . . . , ar−1)M)
In particolare, se a1, . . . , ar e` una successione regolare su M con A locale, oppure se
a1, . . . , ar ∈ q e` una successione regolare su M in cui tutte le sottosuccessioni (con
qualsiasi ordine) restino M -regolari, allora per ogni scelta di i1, . . . , in ∈ {1, . . . , r}, con
ij 6= ih per j 6= h si ha che:
(a∗i1 , . . . , a
∗
in)grM(M) = ((ai1 , . . . , ain)M)
∗ ≡ grM((ai1 , . . . , ain)M)
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Dimostrazione. Segue tutto dal teorema sopra e dalla proposizione 1.8.
Cio` ci porta infine al teorema di Valabrega-Valla per filtrazioni di moduli:
Teorema 2.25 (Valabrega-Valla). Sia M una q-filtrazione. Sia I = (a1, . . . , ar) ⊆ A.
Valgono i seguenti punti:
1. Supponiamo che M sia fortemente separata. Allora, se a∗1, . . . , a∗r e` una successione
regolare su grM(M), si ha che a1, . . . , ar e` una successione regolare su M e IM ∩
Mn =
∑r
i=1 aiMn−νq(ai) ∀n > 0.
2. Supponiamo che a1, . . . , ar sia una successione regolare su M e che IM ∩Mn =∑r
i=1 aiMn−νq(ai) ∀n > 0. Allora, se M e` Noetheriano su A locale, oppure I ⊆ q,
si ha che a∗1, . . . , a∗r e` una successione weak-regolare su grM(M). Tale successione
e` regolare se M e` separata.
Nota. Notare che le ipotesi di 1. e 2. sono contemporaneamente soddisfatte se A e`
locale e M e` Noetheriana (compreso l’ ipotesi che M sia separata), e quindi in tal caso
il teorema da` luogo ad una corrispondenza completa tra successioni grM(M)-regolari e
successioni M -regolari che costituiscono una base standard.
Dimostrazione. Vediamo il punto 1. Ragioniamo per induzione su r. Il caso r = 1 e`
gia` stato affrontato nella proposizione 1.21 (eccetto che per il fatto che a1M 6= M , che
comunque vediamo sotto). Supponiamo quindi che la tesi sia vera per r e dimostriamola
per r+1. Per l’ ipotesi induttiva abbiamo che grM((a1, . . . , ar)M) = (a∗1, . . . , a∗r)grM(M),
e quindi applicando di nuovo la proposizione 1.21 otteniamo che a1, . . . , ar+1 e` una
successione weak-regolare su M . Inoltre otteniamo che per ogni n
(ar+1M + (a1, . . . , ar)M/(a1, . . . , ar)M) ∩ (Mn + (a1, . . . , ar)M/(a1, . . . , ar)M)
= ar+1Mn−νq(ar+1) + (a1, . . . , ar)M/(a1, . . . , ar)M
e quindi
IM ∩Mn ⊆ ar+1Mn−νq(ar+1) + (a1, . . . , ar)M ∩Mn =
r∑
i=1
aiMn−νq(ai)
dove l’ uguaglianza e` data per ipotesi induttiva. Se la successione non fosse regolare, cioe`
IM = M , allora per quanto trovato si avrebbe che grM(M) = grM((a1, . . . , ar+1)M) =
(a∗1, . . . , a∗r+1)grM(M), il che e` assurdo, per le ipotesi.
Passiamo al punto 2. Anche qui il caso r = 1 e` gia` stato visto alla proposizione
1.21, ricordando cio` che ci serve di tale proposizione non richiede la separatezza. Ora
supponiamo che la tesi sia vera per 1, . . . , r. Per le ipotesi possiamo applicare il teorema
precedente e quindi abbiamo che JM ∩ Mn =
∑r
i=1 aiMn−νq(ai) ∀n > 0, dove J =
(a1, . . . , ar) e` quindi per l’ ipotesi induttiva a∗1, . . . , a∗r e` una successione weak-regolare.
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Inoltre cio` ci dice che grM((a1, . . . , ar)M) = (a∗1, . . . , a∗r)grM(M), per la 1.8. Se passiamo
a M/(a1, . . . , ar)M , otteniamo per ogni n che
(ar+1)M ∩Mn =
= (ar+1M + (a1, . . . , ar)M/(a1, . . . , ar)M) ∩ (Mn + (a1, . . . , ar)M/(a1, . . . , ar)M) ⊆
⊆ IM ∩Mn + (a1, . . . , ar)M/(a1, . . . , ar)M ⊆
⊆
r+1∑
i=1
aiMn−νq(ai) + (a1, . . . , ar)M/(a1, . . . , ar)M = ar+1Mn−νq(ar+1)
Percio` possiamo di nuovo applicare l’ ipotesi induttiva, e insieme al fatto accennato
sopra che grM((a1, . . . , ar)M) = (a∗1, . . . , a∗r)grM(M), ne deduciamo che a∗1, . . . , a∗r+1
e` una successione weak-regolare. Supponiamo che M sia separata e che per assur-
do la successione non sia regolare, cioe` che (a∗1, . . . , a∗r)grM(M) = grM(M). Allora
dobbiamo avere grM(M/(a1, . . . , ar)M) = grM(M)/(a∗1, . . . , a∗r)grM(M) = 0 e quindi
Mn + (a1, . . . , ar)M = M ∀n > 0. Se M e` Noetheriano su A locale deduciamo che
(a1, . . . , ar)(M/Mn) =M/Mn e quindi per NakayamaM/Mn = 0, cioe`M =Mn per ogni
n, il che e` assurdo per la separatezza diM e per il non essere nullo diM . Se invece siamo
nella seconda ipotesi, ossia I ⊆ q, allora otteniamo che M ⊆M1 + (a1, . . . , ar)M =M1,
quindi M = M1, percio` di nuovo M ⊆ M2 + (a1, . . . , ar)M = M2, cioe` M = M2, e cos`ı
via, ottenendo che M =Mn per ogni n, il che di nuovo e` assurdo.
Cio` conclude la dimostrazione del secondo punto e quindi del teorema.
Notiamo subito che dal precedente teorema sulla base standard, la 2. puo` essere
leggermente indebolita nel caso di filtrazione fortemente separata:
Osservazione 2.26. Sia a1, . . . , ar una successione regolare suM con ai ∈ qni , ni ∈ N e
supponiamo cheM sia fortemente separata e che valga IM∩Mn =
∑r
i=1 aiMn−ni ∀n > 0.
Allora, se M e` Noetheriano su A locale, oppure I ⊆ q, allora si ha che ni = νq(ai) ∀i =
1, . . . , r.
Dimostrazione. Basta applicare ripetutamente il teorema sulla base standard 2.23, no-
tando che la filtrazione e` fortemente separata e quindi ad ogni fattorizzazione resta
separata consentendoci l’ applicazione successiva del teorema. Inoltre per definizione di
successione regolare si ha che IM 6= M , che e` l’ altra ipotesi che serve per applicare il
teorema.
Diamo una definizione:
Definizione 2.27. Una successione perfettamente superficiale su una filtrazione M e`
una successione superficiale a1, . . . , ar su M, tale che an e` perfettamente superficiale su
M/(a1, . . . , ai−1)M ∀i = 1, . . . , n 6 r.
Facciamo un paio di osservazioni.
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Osservazione 2.28. Supponiamo di avere a1, . . . , ar che soddisfano 1. o 2. del teorema
di Valabrega-Valla. Allora:
1. a1, . . . , ar e` una successione perfettamente superficiale su M composta da elementi
non banali.
2. Se M e` separata con M Noetheriano su A locale, oppure ar ∈ q, allora la filtrazione
M/(a1, . . . , ar−1)M non e` nilpotente.
3. Se M e` Noetheriano e M e` separata, allora µ((a1, . . . , ar) +AnnM/AnnM) = r.
4. Se M e` Noetheriano e M e` fortemente separata e quasi stabile, ogni sottosucces-
sione (anche con ordine diverso) e` una successione perfettamente superficiale e
regolare.
5. Se A e` locale, M e` Noetheriana, e νq(ai) = 1 ∀i, allora ogni sistema minimale di
genaratori b1, . . . , br di I = (a1, . . . , ar) soddisfa le stesse ipotesi di a1, . . . , ar.
Dimostrazione. 1. Chiaramente e` una successione perfettamente superficiale per quan-
to gia` dimostrato finora, e chiaramente e` composta da elementi non banali perche´
e` composta da elementi costituenti una successione regolare.
2. SeM e` Noetheriano su A locale basta ripercorrere la dimostrazione fatta nel teore-
ma di VV in fondo al punto 2. Se invece ar ∈ q e M/(a1, . . . , ar−1)M e` nilpotente
questo significa che Mn = 0 ∀n 0 e quindi anrM = 0 ∀n 0, il che e` assurdo.
3. Se M e` separata abbiamo visto che a1, . . . , ar costituisce sempre una successione
regolare su M e quindi basta ricordare il fatto noto che un ideale generato da una
successione regolare su un modulo Noetheriano ha numero minimo di generatori
pari alla lunghezza della successione (segue ad esempio dal teorema dell’ ideale
principale di Krull e dal fatto che il grado di un ideale e` sempre minore della sua
altezza).
4. Poiche` la filtrazione e` separata si ha che la successione soddisfa anche il punto 1 del
teorema di VV. Essendo poi M quasi stabile, grM(M) e` Noetheriano, e quindi es-
sendo gli a∗i omogenei si ha che ogni permutazione di essi, ed ogni sottosuccessione
resta regolare su grM(M), percio` essendo la filtrazione fortemente separata possia-
mo tornare indietro a M tramite il teorema di VV, e dedurre la tesi (richiamando
anche il punto 1 sopra).
5. In tal caso la filtrazione e` fortemente separata, percio` sotto queste ipotesi 1 e 2
di VV sono del tutto equivalenti. Per concludere basta notare che gli elementi
della base minimale devono avere tutti valutazione 1, per l’ osservazione successiva
al teorema di Valabrega Valla, e quindi soddisfano chiaramente all’ uguaglianza
richiesta (poiche` tale uguaglianza diventa IM ∩Mn = IMn−1 ∀n > 0), e inoltre e`
noto che essendo una base minimale formano anche una successione regolare.
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A differenza di quanto accade per un singolo elemento, se M non e` fortemente sepa-
rata, allora una successione perfettamente superficiale a1, . . . , ar con r > 2 non e` detto
che dia luogo ad una successione a∗1, . . . , a∗r regolare su grM(M). Questo perche` senza la
separatezza forte perdiamo la possibilita` di usare il passo induttivo, in quanto in generale
non si avra` piu` che (a∗1, . . . , a∗r−1)grM(M) = grM((a1, . . . , ar−1)M). Se pero` abbiamo l’
ipotesi di separatezza forte, allora ovviamente concludiamo che:
Osservazione 2.29. Se M e` una filtrazione fortemente separata e a1, . . . , ar e` perfetta-
mente superficiale, allora a∗1, . . . , a∗r e` grM(M)-regolare.
Diamo ora un utile applicazione del teorema di Valabrega Valla.
Osserviamo prima la seguente, la quale segue subito dal teorema:
Osservazione 2.30. Sia M un modulo e sia a1, . . . , ar una M -successione regolare. Sia
I := (a1, . . . , ar) e consideriamo la filtrazione I-adica di M , M : M ⊇ IM ⊇ I2M ⊇
I3M ⊇ · · · . Allora ogni sottosuccessione di a1, . . . , ar e` una successione perfettamente
superficiale di grado 1 su M.
L’ applicazione che vogliamo dare e` la dimostrazione di un noto teorema di Rees.
Teorema 2.31 (Rees). Sia a1, . . . , ar una M -successione regolare. Poniamo I :=
(a1, . . . , ar), e sia M [x1, . . . , xr] := M ⊗A A[x1, . . . , xr] il modulo dei polinomi a coef-
ficienti in M. Sia F ∈ M [X] ≡ M [x1, . . . , xr] una forma omogenea di grado d. Se
F (a1, . . . , ar) ∈ Id+1M , allora i coefficienti di F appartengono a I.
Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su r. Se r = 1 il teorema e` ovvio. Supponiamo
ora che il teorema sia vero r e dimostriamolo per r + 1. Facciamo ora una seconda
induzione su d. Per d = 0 il teorema e` ovviamente vero. Abbiamo
F =
∑
i|i1+···+ir+1=d
mix
i1
1 · · ·xir+1r+1 =
=
∑
i|i1+···+ir+1=d,i1>1
mix
i1
1 · · ·xir+1r+1 +
∑
i|i2+···+ir+1=d
mix
i2
2 · · ·xir+1r+1
quindi, se passiamo a M/a1M otteniamo per ipotesi induttiva che mi ∈ IM + a1M =
IM ∀i |i1 = 0. Ma allora otteniamo
a1
( ∑
i|P ij=d,i1>1
mia
i1−1
1 · · · air+1r+1
) ∈ Id+1M
per cui, essendo a1 perfettamente superficiale (di grado 1 sulla filtrazione I-adica di M)
per il teorema di Valabrega-Valla, otteniamo che∑
i|P ij=d,i1>1
mia
i1−1
1 · · · air+1r+1 ∈ IdM
Allora applichiamo l’ altra ipotesi induttiva su d e concludiamo.
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La nostra dimostrazione ha il pregio di essere estremamente concisa. Inoltre mette
in luce la potenza pratica della teoria degli elementi superficiali
Un’ altra considerazione, e` che il teorema di Rees esibisce una forma (forte) di in-
dipendenza analitica degli elementi costituenti una successione regolare. In esso pero`
vi sono coinvolti elementi superficiali percio` viene naturale chiedersi se vi sono delle
relazioni tra elementi superficiali ed indipendenza analitica.
Vedremo nel prossimo capitolo che vi sono delle relazioni, e nel mezzo vi stanno le
riduzioni.
Riduzioni, successioni superficiali, indipendenza analitica, sistema di parametri e
successioni regolari, si presentano quindi insieme in una teoria unificante e ricca di
collegamenti.
Ritornando al risultato di Rees, notiamo che esso ha come conseguenza:
Corollario 2.32. Sia M un modulo Noetheriano a1, . . . , ar una successione M -regolare
e poniamo I := (a1, . . . , ar). Allora
Ass(M/(an11 , . . . , a
nr
r )M) = Ass(M/IM) = Ass(M/I
nM) ∀n, ni > 1
Dimostrazione. Mostriamo la seconda uguaglianza. Per ogni n > 0 abbiamo una suc-
cessione esatta
0→ In−1M/InM →M/InM →M/In−1M → 0
e un isomorfismo 0→ (M/IM)d f→ In−1M/InM → 0 dato da
f((m)i1,...,ir) :=
∑
i1+···+ir=n−1
an11 · · · anrr mi1...,ir
( e dove d =
(
n−r−2
n−1
)
e` il numero delle forme omogenee di grado n − 1 in r variabili
indipendenti). E` chiaro che f e` un isomorfismo per il teorema di Rees e quindi usando
ripetutamente la successione esatta si deduce la tesi.
Notare che per le successioni superficiali abbiamo ottenuto un analogo della prima
uguaglianza, al teorema 2.19. Vediamo di ricavare lo stesso per la seconda. Abbia-
mo bisogno pero` di porre delle condizioni sulla successione. Tuttavia saremo in grado
di dimostrare qualcosa di piu` relativamente alle successioni coinvolte nel teorema di
Valabrega-Valla
Proposizione 2.33. Supponiamo che a1, . . . , ar soddisfi 1. o 2. del teorema di Valabrega-
Valla: Allora, posto I = (a1, . . . , ar) si ha:
I lM ∩Mn =
∑
i|i1+···+ir=l
ai11 · · · airr M(n−(i1νq(a1)+···+irνq(air ))) ∀n > 0, l > 1
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Dimostrazione. Ovviamente per ipotesi l’ uguaglianza e` soddisfatta per l = 1. Usiamo
quindi l’ induzione su l. Abbiamo percio` per ipotesi induttiva,
I l+1M ∩Mn ⊆
( ∑
i|i1+···+ir=l
ai11 · · · airr M(n−(i1νq(a1)+···+irνq(air )))
) ∩ I l+1M
per ogni n. A questo punto possiamo applicare il teorema di Rees al modulo a destra e
otteniamo ovviamente che
I l+1M ∩Mn ⊆
∑
i|i1+···+ir=l
ai11 · · · airr (M(n−(i1νq(a1)+···+irνq(air ))) ∩ IM)
E ora applichiamo il caso l = 1,
I l+1M ∩Mn ⊆
∑
i|i1+···+ir=l
ai11 · · · airr (
r∑
i=1
aiM(n−νq(ai)−(i1νq(a1)+···+irνq(air )))) ⊆
⊆
∑
i|i1+···+ir=l+1
ai11 · · · airr (M(n−(i1νq(a1)+···+irνq(air )))
che era quello che volevamo.
Corollario 2.34. Nelle stesse ipotesi, e aggiungendo cheM sia Noetheriana e fortemente
separata, si ha che:
Ass+grM(M/IM) = Ass+grM(M/InM) ∀n > 1 (2.1)
e quindi dato b ∈ A, b e` superficiale su M/IM se e solo se e` superficiale su M/InM .
Dimostrazione. Dalla proposizione sopra deduciamo che gli (ai11 · · · airr ) al variare de-
gli indici formano una base standard di In relativamente a M e quindi grM(M/InM) =
grM(M)/((ai11 · · · airr )∗)grM(M). Ma per il teorema 2.23, e per le nostre ipotesi, dalla stes-
sa uguaglianza della proposizione precedente deduciamo che (ai11 · · · airr )∗ = (a∗1)i1 · · · (a∗r)ir
e quindi
grM(M/InM) = grM(M)/((ai11 · · · airr )∗)grM(M) = grM(M)/(a∗1, . . . , a∗r)ngrM(M)
Percio` applicando il corollario del teorema di Rees alla successione regolare a∗1, . . . , a∗r
deduciamo che
Ass+grMM/I
nM = Ass+grM(M)/(a∗1, . . . , a
∗
r)
ngrM(M) =
= Ass+grM(M)/(a∗1, . . . , a
∗
r)grM(M) =
= Ass+grM(M/(a1, . . . , ar)M)
che ci da` l’ uguaglianza. La seconda affermazione ovviamente segue da tale uguaglianza.
Quindi, per le successioni perfettamente superficiali del teorema di Valabrega-Valla
abbiamo l’ analogo della seconda eguaglianza del corollario 2.32.
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2.5 Profondita`
Nota. Per parlare di profondita` correttamente abbiamo bisogno dell’ ipotesi Noetheriana,
percio` in questa sezione considereremo solo moduli Noetheriani M , e filtrazioni M tali
che grM(M) sia Noetheriano cioe` filtrazioni quasi stabili.
Nello studio della profondita` del graduato associato l’ utilizzo degli elementi superfi-
ciali e` spesso fondamentale, oltre che essere di grande aiuto. Un risultato fondamentale
e` la cosiddetta Sally’ s machine, chiamata anche Sally’s descent per la sua proprieta` di
“discesa”.
Notiamo innanzitutto la seguente osservazione:
Osservazione 2.35. Sia a1, . . . , ar ∈ q una successione superficiale su una q-filtrazione
M. Se M e` fortemente separata si ha:
1. a1, . . . , ar e` una successione M -regolare se e solo se depthq(M) > r.
2. a∗1, . . . , a∗r e` una successione regolare su grM(M) se e solo se depthQ(grM(M)) > r.
3. depthQ(grM(M)) 6 depthq(M)
Inoltre:
• Affinche´ la 2. sia vera e` sufficiente che M sia Noetheriana.
• Se M e` di Hilbert e A e` locale, allora depth(M) = depthq(M) e depth(grM(M)) =
depthQ(grM(M))
Dimostrazione. 1. Basta iterare il corollario 1.45, ricordandosi l’ ipotesi di separatez-
za forte.
2. Se a∗1, . . . , a∗r e` regolare e` ovvio che depthQ(grM(M)) > r. Viceversa,dal teo-
rema 1.43 sappiamo che a∗1 e` weak-regolare. Se r > 1 allora possiamo usare
la proposizione 1.21 e passare quindi a M/a1M notando che grM(M/a1M) =
grM(M)/a∗1grM(M). Percio` per induzione deduciamo che a∗1, . . . , a∗r e` weak-regolare.
Ma se non fosse regolare si avrebbe che grM(M) = (a∗1, . . . , a∗r)grM(M). Quindi
essendo ai ∈ q per ogni i, dovrebbe essere che Mn =M il che va in contraddizione
con l’ ipotesi.
3. Poiche` Q e` generato da forme di grado 1, e` noto che se depthQ(grM(M)) > r allora
esistono a∗1, . . . , a∗r omogenei che formano una successione grM(M)-regolare. Allora
a questo punto basta ricordare il teorema di VV per avere che la successione dei
sollevamenti a1, . . . , ar e` una successione M -regolare. Cio` ci da` la diseguaglianza
voluta.
Se poi M e` Noetheriana, possiamo passare agrM(M) con la filtrazione standard S,
poiche` sappiamo che in tal caso a∗1, . . . , a∗r e` una successione superficiale. Quindi basta
utilizzare il punto 1 per tale filtrazione, notando che la filtrazione modulo un elemento
omogeneo resta standard e quindi separata, per cui possiamo utilizzare sempre il 1.45.
Infine, se M e` di Hilbert e A e` locale, allora
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Notiamo che seM e` una filtrazione di Hilbert, allora ovviamente dimMn = dimMn+1
per ogni n, poiche` Mn/Mn+1 e` Artiniano. Ci si chiede quindi quale altre proprieta` si
conservano nel passaggio alla filtrazione shiftata Mn. Cio` permetterebbe di ricondurre
lo studio di una filtrazione ad una sua “sottofiltrazione”. Purtroppo per quanto riguarda
la profondita` cio` non funziona e anzi, e` sempre sbagliato. Difatti se 0 → U → M →
N → 0 e` una successione esatta di moduli Noetheriani, allora applicando il funtore
Ext, tramite la successione esatta lunga che ne risulta si conclude che per ogni ideale
I di A depthI(N) > min{depthI(U) − 1, depthI(M)}, e quindi, se depthI(N) = 0 e
depthI(M) > 1, si ha che depthI(U) = 1.
In altre parole, se ad esempio M e` Macaulay su A locale, con dimM > 2, allora per
ogni n > 1, Mn non e` Macaulay, poiche` ha dimensione uguale a quella diM e profondita`
uguale a 1. Percio` nel passaggio a Mn si perdono strettamente informazioni sulla pro-
fondita` del graduato associato. Intuitivamente e` chiaro che non possiamo permetterci
di perdere di vista alcuno degli Mn per poter determinare la profondita` del graduato
associato. Questo avviene perche` la profondita` e` un concetto intrinsecamente algebrico.
A differenza della dimensione, che essendo un concetto intrinsecamente geometrico, non
distingue sempre oggetti algebricamente diversi, come nell’ esempio sopra.
Percio` lo studio della profondita` del graduato associato richiede degli strumenti piu`
fini.
Oltre al teorema di Valabrega-Valla, tra i piu` importanti vi e` sicuramente la Sally’ s
machine. Citiamo tale risultato per la sua importanza:
Teorema 2.36 (Sally’ s machine). Sia M una filtrazione fortemente separata e sia
a1, . . . , ar una successione superficiale su M (di qualsiasi grado). Allora, dato n > 0,
depthQ(grM(M/(a1, . . . , ar)M)) > n ⇐⇒ depthQ(grM(M)) > r + n
Capitolo 3
Riduzioni
3.1 Riduzioni di filtrazioni
Data una q-filtrazione M stabile, una questione naturale e` chiedersi se esiste un ideale
piu` piccolo di q per il quale la filtrazione e` stabile. Nel caso ad esempio di una filtrazione
I-adica di un anello A, cio` che ci si chiede e` se esiste un ideale J ( I tale che In+1 = InJ
per qualche n. Definiamo quindi precisamente che cos’ e` una riduzione:
Definizione 3.1. Sia M una q-filtrazione stabile e J ⊆ q un ideale contenuto in I.
Allora J e` una riduzione di M, di grado r > 0, se J ⊆ qr e se JMn+r =Mn ∀n 0.
Lavoreremo solo su riduzioni di grado 1, che chiameremo pertanto piu` semplicemente,
riduzioni.
Il concetto di riduzione risulta essere un concetto anche molto utile, oltre che naturale.
Le applicazioni infatti sono molteplici. La teoria delle riduzioni ha pero` la sua maggiore
forza in algebra locale. In particolar modo risulta utile nello studio delle funzioni di
Hilbert. In realta` cio` e` dovuto al fatto che in tale caso vi e` una corrispondenza completa
tra riduzioni e successioni superficiali. Cio` e` noto nel caso classico di filtrazioni q-adiche
di anelli. In questo capitolo estendiamo tale corrispondenza anche al caso piu` generale
di filtrazioni stabili di moduli.
Poiche` lavoreremo su riduzioni di grado 1, avremo bisogno di elementi superficiali
dello stesso grado. Pertanto, fissiamo una volta per tutte alcune ipotesi:
Nota. In questo capitolo, a meno di avviso contrario, tutte le filtrazioni prese
in considerazioni saranno stabili, e tutti gli elementi superficiali saranno di
grado 1.
Sia quindi M una q-filtrazione. Dopo aver definito che cos’e` una riduzione, la prima
domanda che che ci si pone e` se esiste una riduzione piu` piccola di tutte le altre. In
generale questo non e` vero, pero` nel caso locale e` vero che esiste una riduzione minimale.
Formalizziamo tale concetto:
Definizione 3.2. Sia M una q-filtrazione stabile e J ⊆ q una riduzione di M. Allora J
e` una riduzione minimale di M se, data una riduzione I di M con I ⊆ J , allora I = J .
55
56 CAPITOLO 3. RIDUZIONI
Prima di passare allo studio della teoria, facciamo la seguente semplice osservazione,
che ci dice in un certo senso che nel caso locale finito e` possibile ridursi a filtrazioni
q-adiche:
Osservazione 3.3. Sia M una q-filtrazione stabile di un modulo Noetheriano su un
anello locale, tale che Mn+n0 = q
nMn0 per ogni n con n0 ∈ N. Sia inoltre J una
riduzione di M. Allora J e` minimale se e soltanto se J e` una riduzione minimale della
filtrazione Mn0 ⊇ JMn0 ⊇ J2Mn0 ⊇ · · · ⊇ JnMn0 ⊇ · · · .
Dimostrazione. Poiche` la definizione e` asintotica possiamo ricondurci al caso n0 = 0.
Essendo J una riduzione, abbiamo che Jqn1M = qn1+1M , per qualche n1. Sia ora I ⊆ J
una riduzione di M. Allora esiste n′ tale che Iqn′M = qn′+1M , quindi se m > n1, n′
abbiamo che JqmM = qm+1M = IqmM e quindi per le ipotesi, dal lemma di Nakayma
abbiamo che IM = JM per cui I e` una riduzione di M ⊇ JM ⊇ J2M ⊇ · · · ⊇ JnM ⊇
· · · .
Se viceversa I e` una riduzione diM ⊇ JM ⊇ J2M ⊇ · · · ⊇ JnM ⊇ · · · , allora esiste n′
tale che IJn
′
M = Jn
′+1M , e quindi qn1+n
′+1M = Jn
′+1qn1M = IJn
′
qn1M = Iqn1+n
′
M ,
per cui I e` una riduzione di M.
3.2 Successioni superficiali e riduzioni
Mostriamo ora delle importanti connessioni tra la teoria degli elementi superficiali e la
teoria delle riduzioni.
Un primo semplice esempio e` il seguente:
Osservazione 3.4. Sia M una filtrazione, e J = (j) una riduzione di M. Se M e`
Noetheriano allora j e` superficiale su M (di grado 1).
Dimostrazione. Poiche` J e` una riduzione, abbiamo che M e` una filtrazione J-stabile e
quindi applicando 1.15 otteniamo che j e` superficiale di grado 1 su M (notare che ai
fini della superficialita` non interessa che M sia una q o una J filtrazione, poiche` nell’
equazione 1.2 si fa solo riferimento alla successione di sottomoduli).
Ovviamente otteniamo:
Corollario 3.5. Se M e` una filtrazione di un modulo Noetheriano e J = (a1, . . . , ar) e`
una riduzione diM, allora per ogni i, ai e` superficiale suM/(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar)M .
Al contrario possiamo dimostrare il seguente fondamentale fatto:
Proposizione 3.6. Sia M una q-filtrazione Noetheriana e a1, . . . , ar una successione
superficiale su M (ricordiamo che intendiamo di grado 1), tale che M/(a1, . . . , ar)M sia
nilpotente. Allora J := (a1, . . . , ar) e` una riduzione di M.
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Dimostrazione. Abbiamo visto che JM ∩Mn = JMn−1 ∀n  0 al lemma 2.4. Dal’
altra parte dall’ ipotesi di nilpotenza abbiamo che Mn ⊆ (a1, . . . , ar)M = JM ∀n 0.
Mettendo insieme le due cose otteniamo quindi che Mn = JMn−1 ∀n 0.
Corollario 3.7. Sia M una q-filtrazione Noetheriana e fortemente separata, e suppo-
niamo che A/q sia locale con campo residuo infinito. Sia J una riduzione di M. Allora
esiste una successione superficiale irriducibile a1, . . . , ar su M tale che (a1, . . . , ar) ⊆ J
e (a1, . . . , ar) e` una riduzione di M. In particolare, se J e` minimale, si deve avere
J = (a1, . . . , ar).
Dimostrazione. Vediamo M come una J-filtrazione stabile (ovviamente resta Noetheria-
na, poiche` sappiamo che una filtrazione e` Noetheriana se e solo se M e` Noetheriano e la
filtrazione e` stabile). Poiche´ A e` locale con campo residuo infinito, grazie ai risultati del
precedente capitolo sappiamo esistere una successione superficiale irriducibile a1, . . . , ar
suM di grado 1, in particolare contenuta in J . Ma essendo la filtrazione fortemente sepa-
rata si deve avere che M/(a1, . . . , ar)M e` nilpotente. Allora applicando la proposizione
sopra otteniamo che (a1, . . . , ar) e` una riduzione di M.
Vedremo che nel caso di campo residuo finito, cio` non e` piu` vero, in quanto vi sono
casi in cui non esistono elementi superficiali (di grado 1).
3.3 Il caso locale
Nel caso locale si hanno le proprieta` piu` importanti delle riduzioni, percio` studiamo cosa
accade in questo caso. Abbiamo visto alcune relazioni tra elementi superficiali e riduzioni
minimali, ma ancora non ci siamo chiesti se riduzioni minimali esistono. In generale non
e` detto, mentre nel caso locale cio` e` stato dimostrato da Rees .Rees lo dimostra per
anelli, ma la sua dimostrazione si adatta senza alcun problema al caso dei moduli. Noi
lo dimostriamo prendendo una strada un minimo diversa, piu` che altro per mettere di
nuovo in luce le relazioni tra le riduzioni e gli elementi superficiali.
Le prossime due osservazioni sono ovvie generalizzazioni di fatti noti per filtrazioni
q-adiche di anelli. Osserviamo anzitutto che:
Osservazione 3.8. Sia M una q-filtrazione Noetheriana con (A,m) locale, e sia J ⊆ q.
Allora J e` una riduzione di M se e solo se lo e` J + qm.
Dimostrazione. E` chiaro che se J e` una riduzione allora lo sara` anche J+qm. Viceversa
supponiamo che Mn+1 = (J + qm)Mn ∀n 0. Allora abbiamo Mn+1 = (J + qm)Mn =
JMn +mMn+1 ∀n 0, da cui per Nakayama, concludiamo che Mn+1 = JMn ∀n 0,
e quindi J e` una riduzione.
E ora deriviamo un importante proprieta` delle riduzioni:
Corollario 3.9. Sia M una q-filtrazione Noetheriana con (A,m) locale e sia J =
(a1, . . . , ar) una riduzione di M tale che per ogni i, (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar) non sia
una riduzione di M. Allora il morfismo naturale J/Jm→ q/qm e` iniettivo.
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Dimostrazione. Supponiamo di avere x =
∑
xiai ∈ qm, e che esiste xi 6∈ m. Allora
J+qm = (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar)+qm e quindi per l’ osservazione precedente abbiamo
che J ′ := (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar) e` una riduzione di M.
Quindi tutti gli xi stanno in m, e allora il morfismo e` iniettivo.
Notare che in particolare il corollario si applica a tutte le riduzioni minimali generate
da un numero finito di elementi.
A questo punto siamo in grado di dimostrare, che le riduzioni minimali esistono.
Teorema 3.10. Sia M una filtrazione Noetheriana, con (A,m) locale e campo residuo
A/m infinito. Sia J una riduzione di M. Allora esiste una riduzione minimale J ′ di M
contenuta in J .
Dimostrazione. Vediamo M come una J-filtrazione. Sappiamo dal dai risultati del capi-
tolo precedente che esiste una successione superficiale massimale (di grado 1) a1, . . . , ar su
M. Sia quindi a1, . . . , ar0 una successione superficiale massimale con il minimo numero di
generatori tra tutte le successioni superficiali massimali Sappiamo che (a1, . . . , ar0) e` una
riduzione, per la proposizione 3.6 (poiche´ nel caso nostro caso la filtrazione e` fortemente
separata., per cui definitivamente costante e` equivalente a nilpotente). Supponiamo per
assurdo che I = (a1, . . . , ar0) non sia una riduzione minimale. Allora esiste una riduzione
J ′ ( I. Vediamo oraM come una J ′ filtrazione. Di nuovo, utilizzando quanto gia` sappia-
mo, troviamo una successione superficiale irriducibile a1, . . . , ar su M, contenuta quindi
in J ′ e tale che J ′′ = (a1, . . . , ar) e` una riduzione diM (sempre per la prop. citata sopra).
Allora per costruzione di r0 si deve avere che r > r0. Inoltre, essendo la successione irri-
ducibile, deve essere µ(J ′′) = r, e si deve avere che M/(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar)M non
e` definitivamente costante per ogni i e quindi (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar) non e` una ridu-
zione per ogni i. Allora applicando il corollario sopra otteniamo che il morfismo naturale
J ′′/J ′′m→ q/qm e` iniettivo. Ma esso fattorizza per J ′′/J ′′m→ I/Im→ q/qm e quindi
J ′′/J ′′m→ I/Im sara` iniettivo. Questo ci dice che r0 > µ(I) > µ(J ′′) = r > r0, percio`
il morfismo e` un isomorfismo e quindi J ′′ = I, il che e` assurdo, poiche` J ′′ ⊆ J ′ ( I.
Notare che abbiamo anche descritto minimamente come e` fatta tale riduzione mini-
male.
Ricordiamo che comunque il teorema e` vero anche nel caso di campo residuo finito,
per la dimostrazione di Rees, e quindi lo assumeremo come risultato noto.
Diamo ora la premessa ad un risultato che caratterizzera` completamente le riduzioni
minimali nel caso delle filtrazioni di Hilbert.
Teorema 3.11. Sia M una q-filtrazione Noetheriana, con (A,m) locale e campo residuo
A/m infinito. Sia J = (a1, . . . , at) una riduzione di M. Allora se a1, . . . , at e` parte di
un sistema di parametri di M , J e` una riduzione minimale.
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo di avere una riduzione minimale J ′ ( J . Per il
corollario 3.7 possiamo quindi prendere una successione superficiale irriducibile a1, . . . , ar
suM, tale che J ′ = (a1, . . . , ar). Allora per l’ irriducibilita` µ(J ′) = r. Per il corollario 3.9
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invece, abbiamo che a1, . . . , ar si puo` completare ad un sistema minimale di generatori di
J , quindi J = (a1, . . . , ar, br+1, . . . , bt). Allora chiaramente anche a1, . . . , ar, br+1, . . . , bt
sara` parte di un sistema di parametri per M , e quindi possiamo supporre che bi =
ai per ogni i > r + 1. Inoltre q 6∈
√
M/(a1, . . . , at−1)M altrimenti si avrebbe che
dimM/(a1, . . . , at)M = dimM/(a1, . . . , at−1) il che e` assurdo, poiche` a1, . . . , at e` un
sistema di parametri per M . Ma allora, essendo q 6∈ √M/(a1, . . . , at−1)M , deve essere
cheM/(a1, . . . , at−1)M non e` nilpotente poiche` e` Noetheriana, e quindi poiche´ A e` locale
non deve nemmeno essere definitivamente costante. Ma a1, . . . , ar e` massimale, e quindi
deve essere per forza r > t e quindi J = J ′, il che e` assurdo.
Nelle ipotesi abbiamo utilizzato che il campo residuo sia infinito. Tramite un trucco
pero` possiamo generalizzare il fatto anche al caso di campo residuo finito.
Sia (A,m, k) un anello locale, e B := A[x]m(x). Allora A → B e` fedelmente piatto
con fibra
A[x]m[x]/m[x]m[x] = (A[x]/m[x])m[x] = Q((A/m)[x]) = k(x)
Di conseguenza il campo residuo di B e` infinito. Essendo la fibra Artiniana, molti inva-
rianti si conservano nell’ estensione di base A→ B. In particolare nel caso Noetheriano
si conservano dimensione ( e anche profondita`), e altezze di ideali, nel senso che se N e`
un modulo finito su A Noetheriano, allora dimAN = dimB N⊗AB , e se J ⊆ I ( A sono
ideali di A Noetheriano allora ht(I/J) = ht(IB/JB). Piu` in generale questo vale per
qualsiasi estensione fedelmente piatta A→ B con fibra Artiniana di anelli ∗locali positivi
(cioe` anelli graduati con componenti negative nulle e con unico massimale omogeneo; e
il morfismo deve essere graduato) Noetheriani. Si deduce in particolare che se a1, . . . , ar
e` parte di un sistema di parametri per N finito su A, allora lo sara` ovviamente anche
per N ⊗A B.
Fatta questa discussione, possiamo quindi dimostrare il teorema anche nel caso di
campo finito:
Corollario 3.12. Il teorema 3.11 vale anche con campo residuo finito.
Dimostrazione. Sia J ′ ⊆ J una riduzione di M. Estendiamo la base a B = A[x]m(x),
ovvero tensorizziamo per B. Allora tutte le ipotesi sulla filtrazione ovviamente si conser-
vano. E altrettanto ovviamente si conserva il fatto che J,′ J sono riduzioni di M. Per la
discussione fatta si conserva anche il fatto che J sia generato da un insieme di elementi
facenti parte di un sistema di parametri per M . Quindi possiamo applicare il teorema e
ne deduciamo che J ′B = JB, e quindi per la piattezza fedele di A→ B si conclude che
J ′ = J , cioe` che J e` una riduzione minimale.
3.4 Il caso m-primario
Nel caso di una filtrazione di Hilbert, si ha la migliore corrispondenza possibile tra le
successioni superficiali e le riduzioni minimali. Oltretutto anche i risultati sulla lunghezza
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di una successione superficiale massimale trovati nel capitolo precedente, nel caso di
filtrazioni di Hilbert danno luogo a proprieta` molto forti.
Fissiamo innanzitutto cio` che assumiamo.
In questa sezione (A, k,m) sara` un anello locale e M denotera` sempre una
q-filtrazione Noetheriana e di Hilbert.
Ricordiamo che in questo casoM e` fortemente separata per il teorema di intersezione
di Krull, e λA(M/qM) < ∞, per cui
√
q +AnnM = m (e ovviamente vale il viceversa
cioe` se M e` Noetheriano,
√
q +AnnM = m ⇒ λA(M/qM) < ∞ ⇒ M e` di Hilbert).
Inoltre, dato N ⊆ M , M/N conserva ovviamente tutte le ipotesi. Abbiamo poi che
M e` definitivamente costante se e solo se e` nilpotente se e solo se si ha dimM = 0
(confrontare anche con l’ osservazione 1.3): lo stesso quindi vale perM/N eM/N per ogni
sottomodulo N . In particolare se a1, . . . , ar ∈ A e M/(a1, . . . , ar)M e` definitivamente
costante, allora dimM 6 r; se dimM > r e M/(a1, . . . , ar)M e` definitivamente costante
allora dimM = r e a1, . . . , ar costituiscono un sistema di parametri per M .
Vediamo subito le conseguenze che abbiamo dal teorema 2.9 in questo caso.
Osservazione 3.13. Sia a1, . . . , ar una successione superficiale su M di qualsiasi grado
e poniamo d := dimM . Allora:
1. a1, . . . , ai e` parte di un sistema di parametri per M , per ogni i 6 d.
2. Se r > d, la successione e` massimale.
3. Se a1, . . . , ar e` massimale di grado positivo, allora r = d.
Dimostrazione. Sono tutte immediate conseguenze del teorema 2.9.
Abbiamo una conseguenza molto forte di questa osservazione:
Corollario 3.14. Sia J una riduzione minimale di M. Allora se k e` infinito, J e`
generata da una successione superficiale massimale su M. Viceversa, se a1, . . . , ar e`
una successione superficiale massimale su M, allora J = (a1, . . . , ar) e` una riduzione
minimale di M.
Di conseguenza nel caso di campo residuo infinito abbiamo una corrispondenza com-
pleta tra successioni superficiali massimali e riduzioni minimali.
Dimostrazione. Ricordiamo che con successione superficiale in questo capitolo intendia-
mo dire una successione di elementi superficiali di grado 1 ( a meno che diversamente
indicato, come nel teorema sopra). Ora, la prima affermazione e` gia` stata dimostrata
nel corollario 3.7. Per quanto riguarda la seconda invece, dal punto 3 dell’ osservazione
precedente abbiamo che r = d, e quindi dal punto 1 della stessa osservazione conclu-
diamo che a1, . . . , ar costituisce un sistema di parametri per M . A questo punto basta
richiamare il corollario 3.12.
Inoltre otteniamo anche un’ altra proprieta` importante degl’ elementi superficiali:
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Corollario 3.15. Sia a1, . . . , ar una successione superficiale su M, con r 6 d = dimM .
Poniamo J := (a1, . . . , ar). Allora, la mappa naturale J/Jm → q/qm e` iniettiva, e
quindi se q e` finitamente generato, a1, . . . , ar puo` essere completata ad una base minimale
di q. Di conseguenza se a e` superficiale su M con dimM > 0, allora per ogni n ∈ N si
ha che an 6∈ qnm.
Dimostrazione. Per la teoria fin qui svolta sappiamo che possiamo completare a1, . . . , ar
ad una successione superficiale massimale a1, . . . , ar, ar+1, . . . , ad. Pertanto usando il co-
rollario 3.14 otteniamo che a1, . . . , ad genera una riduzione minimale, per cui deduciamo
la prima affermazione dal corollario 3.9. Per quanto riguarda la seconda affermazione, il
caso n = 1 sta nella prima affermazione. In generale basta considerare la qn-filtrazione
Mn : M ⊇ Mn ⊇ M2n ⊇ · · · , la quale mantiene le stesse proprieta` di M, e per la quale
an e` ovviamente superficiale di grado 1, per cui si riapplica a questa filtrazione il caso
precedente e si ottiene la tesi.
Questa e` una proprieta` cos`ı intrinseca degli elementi superficiali che siamo riusciti a
darne una dimostrazione diretta. Vogliamo mostrare questa dimostrazione, la quale ci
illumina sul perche´ gli elementi superficiali hanno questa proprieta`.
Teorema 3.16. Sia a superficiale su M con dimM > 0. Allora dato n ∈ N, an 6∈ qnm.
Dimostrazione. Come nella dimostrazione del corollario precedente basta ovviamente
dimostrare il caso n = 1 il quale racchiude tutto il risultato. Dimostriamo quindi che a 6∈
qm. Supponiamo per assurdo che a ∈ qm. Allora esistono q1, . . . , qr ∈ q e m1, . . . ,mr ∈
m tali che a =
∑
qimi. Per le ipotesi sulla filtrazione, sappiamo che esiste n tale che
mn ⊆ q + AnnM . Poiche´ a e` superficiale, sappiamo che esiste c tale che per ogni d > c
si ha che (Mn+1 :M a) ∩Md = Mn ∀n > d. Inoltre, poiche` dimM > 0 sappiamo che la
filtrazione non e` nilpotente e quindi per ogni m ∈ N esiste d > m tale che Md ) Md+1.
Prendiamo quindi m = c e otteniamo percio` un d tale che
(Mn+1 :M a) ∩Md =Mn ∀n > d (3.1)
Md )Md+1 (3.2)
Sia m ∈Md \Md+1. Ora, poiche´ mn ⊆ q +AnnM , abbiamo che mnim ∈Md+1 per ogni
i. Affermiamo che dato e = 0, . . . , rn abbiamo che
mi11 · · ·mirr m ∈Md+1 ∀i1, . . . , ir | i1 + · · ·+ ir = e (3.3)
Per e = 0 otterremmo quindi che m ∈ Md+1, il che e` assurdo. Per e = nr la 3.3 e`
certamente vera in quanto deve esistere ij tale che ij > n. Supponiamo quindi che sia
vera per e, e dimostriamo che e` altrettanto vera per e−1. Prendiamo quindimi11 · · ·mirr m
con i1, . . . , ir | i1+ · · ·+ ir = e− 1. Moltiplichiamo per a e otteniamo quindi per ipotesi
induttiva su e che
ami11 · · ·mirr m =
r∑
j=1
mi11 · · ·mij−1j−1mij+1j mij+1j+1 · · ·mirr qjm ∈Md+2
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Allora per la 3.1 abbiamo che mi11 · · ·mirr m ∈Md+1. Questo dimostra il passo induttivo
e quindi conclude la dimostrazione.
Cio` ci fornisce una seconda possibile dimostrazione di un verso del corollario 3.14:
vediamo cioe` che succ. sup. max generano riduzioni minimali. Infatti, innanzitutto
rideduciamo che se a1, . . . , ar e` una succ. sup. e dimM > r, allora la mappa naturale
J/JM → q/qm e` iniettiva: se per assurdo a1, . . . , ar fossero lineramente dipendenti in
q/qm, allora data una relazione di dipendenza lineare
∑
xiai, preso l’ ultimo xi 6= 0
deduciamo che ai ∈ (a1, . . . , ai−1) + qm e quindi ai ∈ qm ⊆ A/(a1, . . . , ai−1) che e`
assurdo per il nostro teorema 3.16. Ora, se a1, . . . , ar e` una successione superficiale
massimale, sappiamo che essa genera una riduzione J . Se non fosse minimale esisterebbe
una riduzione J ′ ( J . Vedendo M come una J ′-filtrazione possiamo costruire una
successione superficiale a′1, . . . , a′s su M e contenuta in J ′. Ma sappiamo che tutte le
succ. max hanno lunghezza uguale a dimM e essendo costituite da sist. di par. generano
minimalmente il loro ideale. Mettendo questo insieme con il fatto che J ′/J ′m → q/qm
otteniamo che J = J ′, assurdo.
Questa seconda dimostrazione ha il pregio di essere molto piu` elementare di quella
del corollario 3.14, poiche´ quest’ ultima passa per l’ osservazione 3.13, che a sua volta
deriva dal 2.9, il quale non e` un risultato elementare. Tra l’ altro l’ altra freccia del
corollario 3.14 non richiede questo teorema, per cui concludendo, possiamo dire di riaver
dimostrato il corollario 3.14, e quindi la corrispondenza completa, senza aver fatto uso
del teorema 2.9, ma solo con i risultati di questo e del primo capitolo (ci son pur sempre
serviti i risultati di esistenza delle successioni superficiali).
Facciamo ora un ulteriore osservazione.
Osservazione 3.17. Sia J una riduzione di M. Allora
J e` minimale⇐ µ(J) = dimM ⇐⇒ J e` generato da un sist. di par. per M
Se inoltre k e` infinito, J e` minimale ⇒ µ(J) = dimM
Dimostrazione. Vediamo prima l’ equivalenza. Se µ(J) = dimM e` ovvio che ogni si-
stema minimale di generatori di J costituisce un sistema di parametri per M , poiche`
essendo J una riduzione di M per quanto detto all’ inizio della sezione si deve avere che
dimM/JM=0. Per la teoria della dimensione e` immediato (e noto) che se J e` generato
da un sistema di parametri per M , allora µ(J) = dimM . Infine se J e` generato da un
s.d.p. per M , la tesi sta nel corollario 3.12.
Corollario 3.18. Sia (A,m) un anello locale Noetheriano con campo residuo infinito.
Allora A e` regolare se e soltanto se m e` una riduzione minimale della filtrazione m-adica,
cioe` se e soltanto se non esiste J ( m tale che Jmn = mn+1 per qualche n.
Dimostrazione. Segue direttamente dall’ osservazione 3.17.
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Quindi abbiamo un modo di vedere in che cosa consiste l’ eventuale irregolarita` di
A. E il numero n piu` piccolo per cui avviene che Jmn = mn+1 (detto anche indice di
riduzione) consente anche di pensare ad un grado di irregolarita`.
Diamo un’ ultima applicazione della teoria costruita fin qui. Il seguente e` un risultato
noto, ma con la teoria degli elementi superficiali e` particolarmente immediato.
Osservazione 3.19. Siano M1,M2 due q-filtrazioni di M . Allora e0(M1) = e0(M2).
Dimostrazione. Supponiamo prima che il campo residuo sia infinito. Allora, per il co-
rollario 1.44 possiamo trovare una successione contemporaneamente superficiale su M1 e
M2. Dal corollario 1.35, data una filtrazione M ed una successione superficiale massima-
le a1, . . . , ar deduciamo che e0(M) = e0(M/(a1, . . . , ar)M) = λ(M/JM). In particolare
deduciamo che e0(M1) = e0(M2). Se poi il campo residuo e` infinito, basta tensorizzare
per B = A[x]m[x]. Difatti la funzione di Hilbert di una filtrazione M e` uguale alla fun-
zione di Hilbert della filtrazione M⊗A B, poiche´ essendo l’estensione fedelmente piatta
e avendo la fibra di A→ B lunghezza nulla, e` noto che λB(N ⊗A B) = λA(N) per ogni
modulo N su A di lunghezza finita
Concludiamo la sezione ricordando che la teoria svolta per le riduzioni e gli elementi
superficiali nel caso di filtrazioni di Hilbert, non e` piu` vera senza questa ipotesi. Ad
esempio, avevamo nell’ esempio 3 del capitolo 2 che esistono successioni massimali che
non sono costituite da un sistema minimale di generatori (e quindi nemmeno formano
un sistema di parametri), e che esistono successioni superficiali massimali di lunghezza
diversa.
3.5 Analytic spread
Come menzionato in conlusione della sezione precedente, abbiamo visto che ci sono
casi in cui esistono successioni superficiali massimali di lunghezze diverse. Tuttavia
dimostriamo ora in questa sezione che il numero minimo di generatori di una riduzione
minimale e` univocamente determinato nel caso di campo residuo infinito.
Considereremo solo filtrazioni Noetheriane.
Definizione 3.20. Sia M una q-filtrazione e I ( A un ideale di A. Allora il fiber cone
di M relativamente ad I e` il modulo graduato
FI(M) :=M/IM ⊕M1/IM1 ⊕M2/IM2 ⊕ · · · ⊕Mn/IMn ⊕ · · ·
sull’ anello graduato
FI(q) := A/I ⊕ q/Iq ⊕ q2/Iq2 ⊕ · · · ⊕ qn/Iqn ⊕ · · ·
Porremo anche
Q := 0⊕ q/Iq ⊕ q2/Iq2 ⊕ · · · ⊕ qn/Iqn ⊕ · · ·
Se (A,m) e` locale, con fiber cone di M intenderemo semplicemente Fm(M). Infine l’
analytic spread di M relativamente ad I e` lI(M) := dimFI(M). Se A e` locale, diremo
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piu` semplicemente analytic spread di M, intendendo l’ analytic spread relativamente ad
m.
Notiamo che essendoM Noetheriana, FI(M) sara` Noetheriano, e se A e` locale FI(M)
ha dimensione finita. Se J ⊆ q e` un ideale, considereremo l’ ideale esteso di J in FI(q)
come
JFI(q) = 0⊕ (J + Iq/Iq)⊕ (Jq + Iq2/Iq2)⊕ (Jq2 + Iq3/Iq3)⊕ · · ·
Abbiamo il seguente fondamentale lemma:
Lemma 3.21. Sia (A,m) locale , I ⊆ A e J ⊆ q. Sia inoltreM una q-filtrazione. Suppo-
niamo che
√
I = m. Allora J e` una riduzione diM se e soltanto se dimFI(M)/JFI(M) =
0.
Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che
JFI(M) = 0⊕ (JM + IM1/IM1)⊕ (JM1 + IM2/IM2)⊕ · · ·
e quindi
FI(M)/JFI(M) =M/IM ⊕ (M1/JM + IM1)⊕ (M2/JM1 + IM2)⊕ · · ·
Quindi, se J e` una riduzione, avendo che Mn = JMn−1 ∀n  0, otteniamo che
[FI(M)/JFI(M)]n = 0 ∀n  0 e quindi QnFI(M)/JFI(M) = 0 ∀n  0 da cui otte-
niamo ovviamente che dimFI(M)/JFI(M) = 0, poiche´ dimA/I = 0. Viceversa, poiche´
dimFI(M)/JFI(M) = 0 siamo nel caso Artiniano per cui [FI(M)/JFI(M)]n = 0 ∀n 0,
che significa Mn/JMn−1 + IMn = 0 ∀n  0 e quindi per Nakayama concludiamo che
Mn = JMn−1 ∀n 0.
Corollario 3.22. Sia (A,m) locale con campo residuo infinito e sia I un ideale di A
tale che
√
(I) = m. Allora:
1. dimFI(M) = min{µ(J) | J e` una riduzione di M}
2. Se J e` una riduzione minimale di M, allora µ(J) = dimFI(M)
3. Sia J una riduzione di M. Allora J e` minimale se e solo se µ(J) = dimFI(M)
Dimostrazione. E` noto che, in generale, se M e` un modulo graduato Noetheriano su un
anello omogeneo A = A0[A1] con A0 locale e avente campo residuo infinito, allora se
I e` un ideale graduato di A tale che dimM/IM = 0, e` possibile trovare un sistema di
parametri a1, . . . , ad per M , composto da forme omogenee di grado 1 appartenenti ad
I, cioe` ad ∈ I1 e dimM = d, dimM/(a1, . . . , ad)M = 0 In particolare cio` vale per il
massimale omogeneo, e quindi esiste sempre un sistema di parametri di tale tipo.
Sia quindi a1, . . . , ad ∈ q/Iq un sistema di parametri per FI(M) di tale tipo. Pren-
diamo J := (a1, . . . , ad). Allora e` ovvio che FI(M)/JFI(M) = FI(M)/(a1, . . . , ad)FI(M)
e quindi per le ipotesi e per il lemma abbiamo che J e` una riduzione di M per cui
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dimFI(M) > min{µ(J) | J e` una riduzione di M}. Viceversa se J e` una riduzione con
µ(J) = n, avendosi per il lemma dimFI(M)/JFI(M) = 0, abbiamo ovviamente che
dimFI(M) 6 n e quindi la tesi del primo punto. Per quanto riguarda il secondo pun-
to, possiamo trovare per la premessa un sistema di parametri a1, . . . , ad ∈ (JFI(q))1 =
J + Iq/Iq, in particolare prendere gli ai ∈ J per ogni i, e quindi essendo la riduzione
minimale e poiche´ per il lemma (a1, . . . , ad) e` una riduzione, abbiamo che deve essere
(a1, . . . , ad) = J , da cui µ(J) 6 dimFI(M) che insieme al primo punto ci da` la tesi
del secondo punto. Passiamo all’ ultimo punto. Un verso e` il secondo punto. Vediamo
l’ altro. Supponiamo per assurdo che J non sia minimale. Allora per il teorema 3.10
sappiamo esistere una riduzione minimale J ′ contenuta strettamente in J . Inoltre sap-
piamo dall’ osservazione 3.9 che ogni sistema minimale di generatori di J ′ si completa
ad un sistema minimale di generatori di J . Ma allora per ipotesi e per il primo punto,
i due ideali hanno lo stesso numero minimo di generatori per cui sono uguali, il che e`
assurdo.
Grazie ai risultati nella sezione precedente sulle relazioni tra successioni superficiali
e riduzioni otteniamo come corollario il famoso risultato:
Corollario 3.23. Sia (A,m) un anello locale Noetheriano e sia I un ideale m-primario.
Consideriamo la filtrazione I-adica. Allora dim grI(A) = dimA.
Dimostrazione. Si puo` supporre che il campo residuo sia infinito poiche´ altrimenti tra-
mite il cambiamento di base A → B = A[x]m[x] possiamo ricondurci ad esso, poiche´ le
dimensioni restano invariate essendo l’ estensione fedelmente piatta e con fibra Artiniana.
Supponiamo quindi che A/m sia infinito. Grazie al teorema 3.10 sappiamo che esiste una
riduzione minimale J della filtrazione I-adica. Inoltre sappiamo dal corollario 3.7 che J e`
generata da una successione superficiale massimale. Ma per l’ osservazione 3.13 tale suc-
cessione costituisce un sistema di parametri per A e quindi µ(J) = dimA. D’ altra parte
per il punto 3 del corollario precedente abbiamo che µ(J) = dimFI(M) = dim grI(A),
poiche´ M e` la filtrazione I-adica e quindi FI(M) = grI(A).
3.6 Conclusioni
Concludiamo qui la nostra trattazione rimarcando l’ importanza degli elementi super-
ficiale nello studio di diversi invarianti. L’ ultimo corollario ad esempio e` frutto dei
profondi legami tra riduzioni, elementi superficiali, teoria della dimensione, algebra gra-
duata e algebra locale, esibendo cos`ı un bellissimo intreccio tra queste diverse branche
dell’ algebra commutativa.
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